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VOORREDE TOT DEN DERDEN DRUK. 


Op verzoek van de Uitgevers nam ik de taak op mij, een Derden 
Druk van Lobatto's Leerboek der rechtlijnige en bolvormige Driehoeks- 
meting te 'bezorgen. 

Geenszins ontveinsde ik mij de eigenaardige moeilijkheden aan deze 
taak verbonden, en aarzelde wijzigingen en uitbreidingen te geven aan 
het werk van den afgestorven schrijver. 

Wat mg echter noopte aan het verzoek gehoor te geven, was de 
begeerte om den naam van Lobatto levend te houden onder de be- 
oefenaars ook van de beginselen der wiskunde. De verdiensten op 
wiskundig gebied van den beroemden Delftschen Hoogleeraar zijn te 
groot om uit het geheugen te geraken , doch geen middel is zoo ge- 
schikt den naam in eer te houden als een Leerboek, bestemd voorna- 
melijk voor degenen , welke nog geen groeten weg op het gebied der 
wetenschap hebben afgelegd. 

Ook onderscheidt zich zgn Leerboek zoo gunstig van vele anderen 
over hetzelfde onderwerp , zooals het onverminderd • gebruik aantoont , 
dat door het uitverkocht zijn van den tweeden druk , het verschgnen 
van een derden wenschelgk werd. "Wellicht zou een onveranderd her- 
drukken voldoende geweest zijn ; docfi elf jaren sedert het verschgnen 
van den tweeden druk verloopen zijnde, was eene herziening zeker 
wenschelgk. Gaarne had ik die taak aan een wiskundisre van meer 
naam en ervaring overgelaten , en zou haar gewis niet aanvaard heb- 
ben , wanneer een driejarig verblijf in Dalft mij niet in de gelegenheid 
gesteld had den derden druk voor een gedeelte naar de inzichten vaö 
den schrijver zelven te bewerken. Herhaaldelijk toch had ik het voor- 
recht, zoowel mondeling als schriftelijk, met den Delftschen geleerde 
van gedachten te wisselen ook over de inrichting van dit Leerboek . 
dat destgds als handleiding bg mgne lessen in de driehoeksmeting aan 
de hoogere Burgerschool werd gebruikt. Hoezeer ook ingenomen met 
dit werk, had ik verschillende bezwaren tegen de inrichting en wgze 
van behandeling , welke bezwaren op de meest heusche en welwillende 
wijze door den geleerden schrijver werden opgelost of erkend, zoodat 
hij mg meedeelde , bg een eventueelen derden druk van zijn werk 
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daarop te zuUen letten. De dood heeft hem niet in de gelegenheid 
gesteld dat yoomemen uit te voeren, maar nu achtte ik mij ook by 
deze geschikte gelegenheid gerechtigd, de door ons besproken wen- 
schel^ke wgzigingen aan te brengen. 

De veranderingen en uitbreidingen, door mij in het oorspronkelgk 
werk gebracht, zullen eiken belangstellende bij het vergeleken van 
den tweeden en derden druk in het oog vallen , zoodat ik mg liever 
onthoud ze hier op te sommen; of zg verbeteringen mogen genoemd 
worden, laat ik ter beslissing aan de beoefenaars der driehoeksmeting 
over. Verre van mg, om even als achter den tweeden ,' ook achter den 
derden van verbeterden druk to spreken , het doel van uitgave en be- 
werking zal echter volkomen bereikt zijn, wanneer deze druk niet 
minder de gunst van het wiskundig publiek in Nederland mag ver- 
werven , dan met de voorgaande drukken is gebleken het geval te zijn. 

Leiden, 1869. DE BEWERKER. 
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Deze nieuwe uitgave van het Leerboek onderscheidt zich slechts 
weinig van do voorgaande. Behalve eenige noodzakelgke verbeteringen 
van ondergeschikten aard bestaat de voornaamste verandering uit het 
weglaten van de paragraaf, die uitsluitend handelde over de oplossing 
van vraagstukken der driehoeksmeting door middel van oneindig voort- 
loopende reeksen. Ik meende namelijk, dat dit onderwerp niet in een 
elementair leerboek thuis behoort ; maar eerst bg do hoogere Algebra 
of Algebraïsche Analysis kan behandeld worden. In de leerboeken over 
dezen tak der wiskunde vindt men het in hoofdzaak terug. 

Levdtn , 1877. v. ö. 
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öoniometrie. 


§ 1. 

Verklaring van de goniometrische grootheden en tHitn hare teeJcena, 

1. Volgens het geleerde in de beginselen der meetkunde, 
komen bij de beschouwing eens rechtlijnigen driehoeks zes sa- 
menstellende deelen of elementen in aanmerking ; te weten , drie 
hoeken en drie zijden , die zoodanig aan elkander verbonden zijn , 
dat men in staat is, om, wanneer drie dezer elementen (mits 
eene der zijden hieronder begrepen) in grootte gegeven z^n , 
den driehoek door constrttctie te bepalen. 

De gewone of rechtlijnige driehoeksmeting heeffc ten doel om , 
uit de getallenwaarden dezer elementen eens driehoeks, die der 
oyerige onbekende elementen alleen door berekening ^ in plaats 
yan door constructie , te vinden ; welke handelwijze steeds de 
Yoorkeur boven de laatste verdient , uithoofde der grootere mate 
van nauwkeurigheid, waarvoor zij uit haren aard inde toepassing 
vatbaar is. ïe dien einde maakt men gebruik van bepaalde be- 
trekkingen , die tusschen hoeken en zekere daarvan afhankelijke 
rechte lijnen bestaan , en waardoor de getallen-waarden der eerste 
uit die dezer laatste grootheden , en ook omgekeerd , kunnen af- 
geleid worden. Die betrekkingen zijn het onderwerp van een in 
latercn tijd gevormden tak der wiskunde , genaamd Goniotnetrie 
of Meetkunde der hoeken , welke , zoo als in het vervolg zal 
biyken , den grondslag der beide driehoeksmetingen uitmaakt. 
Het eerste gedeelte van dit leerboek zal alzoo uitsluitend d^ 
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Goniometrie beyatten; echter alleen binnen zoodanigen omyang 
beperkt, als tot de kennis der driehoeksmetingen gerorderd 
wordt ; dewijl eene meer uitvoerige behandeling van dat belang- 
rijk gedeelte der wiskunde , tot op de tegenwoordige hoogte der 
wetenschap yoortgezet^ buiten het bestek dezer beginselen zoude 
^ liggen. 

Wg zullen ons derhalve in de eerste plaats met de theorie der 
goniometrische grootheden en van hare teekens bezig houden y en 
vervolgens overgaan tot de eigenlijke driehoeksmeting , die slechts 
als eene toepassing dezer theorie te beschouwen is, 

2. Zij ACM (fig. 1) een willekeurige scherpe hoek en beschrijft 
men uit het hoekpunt als middelpunt met een willekeurigen straal 
AC een cirkel, dan wordt volgens meetkundige beginselen de 
hoek gemeten door den boog AM, die tnsschen de beenen is 
begrepen. Evenzoo zal bij een bepaalden straal de lengte der 
koorde AM alleen afhangen van de grootte van den hoek, doch 
zij is tot maat ongeschikt , omdat de betrekkingen tusschen hoe- 
ken en koorden vrij samengesteld zijn , zooals later nader zal 
blaken. 

Laat men uit het snijpunt M van het eene been met den cirkel 
eene loodlijn MP neer op het andere been, dan wordt de ver- 
^/j houding van deze lijn tot den straal de sinus van den hoek ACM 
of van den boog AM genoemd. Deze verhouding is onafhankelijk 
van de lengte van den straal , want trekt men (fig. 2) met eene 
andere l^n CA, tot straal den cirkelboog A,M^ , dan is de verhou- 
ding van MP, tot CA, , evenzoo de sinus van den hoek ACM. 
Nu zijn de driehoeken ACM en A^CM, wegens hunne gelgkhoe- 
kigheid gel^kvormig, derhalve de overeenkomstige loodlijnen even- 
redig aan de z^den. Dit geeft 

MP : CA = MP, : CA,, 
waardoor de gelijkheid der genoemde verhoudingen bewezen is. 
Men zou ook om den sinus te vinden de loodlijn uit A op CM 
kunnen neerlaten, maar dan verkrijgt men weder dezelfde waarde, 
omdat de loodl^'nen uit de hoekpunten aan de basis van een ge- 
lijkbeenigen driehoek op de overstaande zijden neergelaten, gelijk 
zijn. Hieruit blijkt, dat de grootte van den sinus alleen afhangt 
van de grootte van den hoek ; terwijl omgekeerd , wanneer men 
zich voorloopig tot scherpe hoeken bepaalt , bij eiken sinus slechts 
één hoek behoort. Derhalve kan de sinus tot maat der hoeken 
dienen. 
Er zijn echter nog andere Ignen in de figuur, die tot het- 
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hetzelfde doel leiden. Trekt men namelijk in A (fig. 1) eene lood- 
lijn op AO , dat is eene raaklijn tot den cirkel , tot zij het andere 
been in N snijdt , dan wordt de yerhouding yan AN tot den straal 
de tangens van den hoek genoemd. Op dezelfde wijz^ als voor 
den sinus, kan worden aangetoond, dat de tangens alleen af hangt 
yan de grootte yan den hoek en tot maat yan dezen kan dienen. 
De yerhonding yan het stuk CN , dat door den tangens yan het 
been wordt afgesneden, tot den straal yirordt de secans yan den 
hoek genoemd en yerkeert onder gelijke omstandigheden als de 
sinus en de tangens. 

Noemende den hoek ACM ter yereenyoudiging a en den straal r , 
dan worden de drie yerhoudingen , die de grootte yan den hoek 
aanwijzen, ter bekorting aldus geschreyen: 

MP , AN CN 

stna=z — , tanga=: — , secazzz — . 

T r T 

Nemen wij yan den hoek a het complement MCA, , door in C 
de loodlgn CA| op AC te trekken, dan heeft ook deze hoek zijn 
sinus, tangens en secans, namelgk: 

sm A,CMz=^, tangk,(M = -^^^, 5ecA.CM = ^. 

T T T 

Daar deze yerhoudingen het complement bepalen , zoo kunnen 
zij ook tot bepaling yan den hoek zelyen dienen. Ter bekorting 
wordt dan de sinus yan het complement de cosinus yan den hoek 
genoemd, eyenzoo de tangens yan het complement de cotangens ^ 
en de secaTis yan het complement de cosecans , hetgeen aldus 
wordt geschreyen: 

cos a = sin (90<^ — a) = ^ , 
cata = ta/ng(^Q^^a) = è^^^ 

T 

Als oyerstaande zgden yan een rechthoek is MQ =: CP , dus 
kan ook de yerhouding tusschen CP , dat is tusschen den afstand 
yan het hoekpunt tot het yoetpunt yan den sinus, en den straal 
als de cosinus yan den hoek beschouwd worden. 

Behalye de zes genoemde yoomame goniometrische yormen , 
namelgk de ^tnt^, cosinus ^ tangens j cotangens , secans Qncosecansj 
zijn er nog eenige andere, die zelden gebruikt worden, maar toch 
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niet onvermeld mogen blijven. Hiertoe behoort de sinus versus, 
zijnde de verhouding tusschen den afstand van het voetpunt van 
den sinus tot het uiteinde van het been en den straal , dat is : 

PA 

8tn vers a= — . 

r 

Evenzoo heeft men den cosinus versus, zijnde de sinus versus 
van het complement , derhalve : 

QA, 

cos vers a=:-i~* 

r 

en eindelgk de reeds in het begin genoemde koorde Yasï den over- 
eenkomstigen boog, doch ook gemeten op den straal, dat is: 

koorde a=r — .. 
r 

De koorde van het complement wordt nimmer in rekening ge- 
bracht. 

3. Alle goniometrische grootheden zijn verhoudingen tusschen 
lijnen en dus onbenoemde getallen. Zij b. v. L ACM = 45**, dan 
is in den gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek CPM, 

MP = CP z= CMK{ = r|/ J , 

en in den driehoek CAK, 

AN = CA = r,. 
CN = CAy2 = ry2, 

eindelijk in den driehoek A^CN, , 

AiNi=CA, =r, 
CNt=CA,y2 = ry2, 


gevende : 


sin4b^=—=l/{, 

PP 
r 

r 


cot 


45« = -^^=l, 


sec 45<> =:—=: {/2 , 
r 

ON 

r 


Evenzoo kan men door eenyoudige meetkundige eigenschappen 
gemakkelijk de goniometrische grootheden voor hoeken van 60® 
en 30® vinden. Het zal later blijken, op welke lyijze men deze 
verhoudingen, die over het algemeen onmeetbare getallen zijn, 
voor eiken gegeven hoek of boog heeft kunnen berekenen. 

Zoo lang de beschouwing bepaald blijft tot hoeken , die in 
denzelfden cirkel staan , of door bogen , met gelijke stralen be- 
schreven, gemeten worden, kan men den straal gelijk aan de een- 
heid nemen, omdat h^* de gemeenschappelijke maat is van alle 
goniometrische grootheden , die kunnen voorkomen. Dit nu heeft 
bij de goniometrie altijd plaats, omdat deze tak der wiskunde zich 
tot hoeken bepaalt, die altijd door cirkelbogen met gelijke stra- 
len gemeten worden. In die onderstelling, dat is voor CA = 
r = 1 , gaan de goniometrische verhoudingen over in de gonio- 
metrische lijnen, die dan zijn: 

nna=MP, cosa = CP, 

tangaz^AN, co^a:=A,N|, 

sec a = CN , cosec a = CNj , 

sin vers a =z AP j cos vers a = A^Qj 

koorde a =: AM. 

Zoodra wij echter bij de toepassing der goniometrie op de drie- 
hoeksmeting te doen krijgen met hoeken, die door cirkelbogen, 
met verschillende stralen beschreven, gemeten worden , zullen wij 
terugkeeren tot de oorspronkelijke beteekenis der goniometrische 
grootheden als onbenoemde verhoudmgen. 

4. Gkian wij thans na, welke veranderingen in de hoegrootheid 
en ligging der goniometrische lijnen ontstaan , indien wij , het been 
CA van den hoek ACM onveranderlijk aannemende , het andere 
been CM alle hoeken van O® tot 360® doen doorloopen. Om de 
voorstelling gemakkelijk te maken verdeelen wij den cirkel (fig. 3) 
door twee onderling loodrechte middellijnen ABenAjB| in vier 
kwadranten, waarvan AC Aj het eerste, AjCB het tweede, BCB, 
het derde en B|CA het vierde kwadrant genoemd wordt. Over- 
eenkomstig hiermede spreekt men van een hoek in het eerste 
kwadrant, wanneer hij meer dan O® en minder dan ^0^ bevat; 
een hoek in het tweede kwadrant, wanneer hij meer dan 90® en 
minder dan 180® bevat; in het derde kwadrant, wanneer hij meer 
dan 180® en minder dan 270®, en in het vierde kwadrant, wan- 
neer hij meer dan 270® en minder dan 360® bevat. 


6 

Verder moet nu niet alleen op de grootte , maar ook op de 
teekens der goniometrische lijnen gelet worden. Hieromtrent is 
men algemeen het volgende overeen gekomen. 

De sintis is positief, zoolang hij boven de middellijn AB is 
gelegen; negatiefs wanneer hg er onder valt. 

De cosinus is positief, wanneer hij van het hoekpunt rechts en 
negatief, wanneer hg links is gelegen. 

De tangens, die altijd wordt gemeten op de raaklijn tot den 
cirkel in het punt A , is positief wanneer hij van A naar boven 
en negatief wanneer hij van A naar heneden wordt geteld. ^ 

De cotangens, die altijd is gelegen op de raaklijn in A, , is 
positief, wanneer hij van Aj rechts en negatief, wanneer hij van 
A, links valt. 

De secans en cosecans , die altijd op het veranderlijke been wor- 
den gemeten van af het hoekpunt tot het snijpunt met de lijn der 
tangenten en de lijn der cotangenten, zï^ii positie f , wanneer zg 
op het veranderlijke been zelf zijn gelegen en negatief', wanneer 
zij op zijn verlengde vallen. 

Deze teekens zijn zoodanig aangenomen, dat in het eerste kwa- 
drant alle lijnen positief zijn. 

De overgang der verschillende kwadranten wordt gevormd door 
de hoeken van O®, 90®, 180® en 270®, waar de goniometrische 
lijnen bepaalde waarden verkrijgen. 

Bij den aanvang der beweging de boog AM nul zijnde , zoo heeft 
men blijkbaar: 

sm0V=0, co50® = l, 

ta/ngO^:=.0, cotO^==zco, 

secO^=:l, cosec O® = 00, 

Dat de cotangens en de cosecans hier als oneindig groot voor- 
komen , laat zich uit de figuur gemakkelijk opmaken , dewijl , het 
punt M in A zijnde, de lijnen A^N^ en <M evenwijdig loopen en 
haar snijpunt op oneindigen afstand gelegen is. 

Is de hoek ACM recht , dan zal de sinus zijne grootste , de 
cosinus daarentegen zijne kleinste waarde bereikt hebben, terwijl 
de tangens en de secans , wegens de evenwijdigheid van AN en 
CM , beide oneindig groot geworden zijn , zoodat men heeft : 

sw90» = l, cos 90^=0, 

tang 90® = oo , cot 90® = O , 

sec 90® = 00 , cosec 90® = 1 , 

5. Nemen wij nu een hoek in het tweede kwadrant , den stom- 


pen hoek AGM| , en zien wij hoe het met de teekens zijner go- 
niometrische lijnen gesteld is. Yolgens de yooropgestelde bepa- 
lingen bl^ft de sinus positiefs als zijnde boven de middellijn ge- 
legen, doch de cosinus is negatiefs omdat hij Ton C uit links 
wordt geteld. De tangens is nu AN, , dus negatief ^ evenzoo de 
cotangens AjN,. De secans ON, is gelegen op het verlengde 
yan het veranderlijke been dus negatief , en de cosecans CN^ ^P 
het been zelf, dus posüü/, 

In de figuur (fig. 1) is de hoek ACM| zoodanig genomen, dat 
zijn supplement BCM| gelijk is aan L ACM, en nu blijkt dat 
z^ne goniometrische lijnen volstrekt genomen , even lang zgn als 
de overeenkomstige lijnen van . den laatstgenoemden hoek. Let- 
tende op de teekens heeft men dus : 

sin (180 ® — a) = + sin a , 
cos (ISO^ — a) = — costtj 
tang (ISO^ — a) = — tanga, 
cot {ISO^—a) = — • cottty 
sec(180'--a)=— secaj 
cosec (ISO* — a) = + cosec a ; 
of in woorden : de sinus en de co$ecans van een hoek zijn gelifk aan 
den sinus en den cosecans van zijn supplement; de cosinus , tangens , 
cotangens en secans van een hoek zijn gelijk aan den cosinus, tan- 
gens, cotangens en secans van zijn supplement met omgekeerd teeken. 
Is de hoek juist 180® en valt dus het yeranderl^ke been in het 
verlengde yan CA, dan heeft men, wegens de evenwijdigheid van 
CB en A,N, : 

sin 180<» = O , cos 180* = — 1 , 

tang 180» = O , cot 180» = oo , 

sec 180<> = 1 , cosec 180<> = c» , 
Van negatief oneindig groot kan bij deze beschouwingen even- 
min sprake zijn als yan negatief nul , omdat beide slechts yoorkomen 
als overgangen van den positieven tot den negatieven toestand. 
6. Zij ACM 2 (fig. 3) een hoek in het derde kwadrant , dan zien 
vnj dat zijn sinus M^P, , als gelegen beneden AB, negatief en 
z^n cosinus CP, als in het vorig kwadrant ook negatief is. De 
tangens AN en de cotangens A,N, zijn beiden positief geworden', 
maar de secans CN en de cosecans A^N, negatief, omdat z§ op 
het verlengde yan het yeranderl^ke been MjC gelegen zijn. 

In de figuur is L ACM^ zoodanig genomen, dat M,C het ver- 
lengde is yan CM, derhalve 

U ACM^- = L ACM + 1800 — isQo 4. a, 
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Uit de gelijk- eu gelijkvonnigheid der driehoeken P,CM, en 
PCM volgt de volstrekte gelijkheid van M,P^ met MP en van 
CP, met CP. Lettende op de teekens heeft men aldus: 

5m(180" 4-a)=: — sina, 

cos (180* -t- a) = — cosa, 
tang (180® -f- a) = -f- tang a , 

co^(180»-4-a) = -*- . cota, 

sec(lSO^+a) = — seca, 
cosec (180" -f- a) == — cosec a , 

Wentelt het been CM, tot het op de l^n CB| valt, dan bevat 
de hoek 270**. Bij dezen overgang van het derde tot het vierde 
kwadrant worden de goniometrische lijnen als volgt : 

5tn270» = — 1, cos 270'» = O, 

tang 270» z= oo , cot 270» = O , 

sec 270* = 00 , cosec 270* = — 1. 

7. Komt het veranderlijke been in den stand CM, , dan ligt 
de inspringende hoek ACM, in het vierde kwadrant. De sinus 
M,P, is negcUief, maar de cosinus CP^ positief j de tangens AN, 
wordt negatiefs evenzoo de cotangens A|K,. De secans CN, ligt 
op het been zelf in is dus positiefs de cosecans CN, ligt op het 
verlengde en is dus negatief* 

Ware CM, zoodanig getrokken, dat de uitspringende hoek ACM, 
gelijk was aan L ACM, dan zouden P en P, samen gevallen en dus 
PM en P,M, in elkanders verlengde gekomen zijn. Tevens was dan 

inspringende hoek ACM = 360<> -- ACM = 360» — a , 

terwijl de volstrekte waarde der goniometrische lijnen van deze 
beide hoeken niet zou verschillen. Lettende op de behoorlijke 
teekens heeft men dus: 

sin (360 » — a) = — sin a , 

cos (360®— a) = + costtj 
:jjang (360® — d) = — tang a , 

cot (360®— a) = — cota, 

«cc (360® — a) = + secttj 
cosec (360®— a) = — cosec a. 

8. Valt het been (3M, bij zijne verdere wenteling op CA, dan 
wordt de hoek 360® of, wat op hetzelfde neerkomt, keert terug 
tot het uitgangspunt O®. De goniometrische lijnen van 360® zijn 
derhalve geheel dezelfde als van O®. Evenzoo kan men L ACM, , 
die bij de gewo?>e wijze van wenteling inspringend was , ook als 









^<' ^ ! 


A. 




-^ 


tf^-t*o ^^^< — iJ ^-A-C^ 


stna 
cosa 
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tang a, 
cota^ 
seca, 

cosec a. 


uitspringend beschouwen, maar don is het been OM, in tegen- 
overgestelden zin gedraaid , zoodat de hoek als negatief moet be- 
schouwd worden. Onder die omstandigheden gaat het boyen- 
staande tafeltje over in: 

sin ( — a) = — 

cos ( — a) -=. + 
tang (— a) = -- 

cot ( — a) = — 

sec ( — a) = H- 
cosec ( — a) = — 

Hieruit blijkt, dat de cosinus en de secans van een negatieven 
hoek in grootte en teeken gelijk zijn aan den cosinus en secans van 
demelfden positieven hoek , doch de andere goniometrische lijnen 
het tegenovergesteld teeken hebhen, yu* ^^r-i^ 

9. Trekken wij thans al het voorgaande in het navolgend 
tafeltje te samen , dan bekomen wij hierdoor een algemeen over- 
zicht van de teekens, waarmede de goniometrische lijnen voor 
positieto hoeken in de vier verschillende kwadranten zijn aan- 
gedaan. Wij zullen straks een eenvoudig hulpmiddel aanwijzen 
om , ook buiten de beschouwing van eene figuur , in elk gegeven 
geval , terstond het teeken dar goniometrische lyn te bepalen , en 
alzoo het bedoelde tafeltje gemakkelijk te kunnen ontwerpen. 


TAFEL VAN BEN POSITIEVEN EN NEGATIEVEN TOESTAND BEB 

OONIOMETBISGHE LIJNEN. 
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2e 


3e 


4e 



0° 
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270" 
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— 1 

— 
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1 

+ 
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1 

Tangens 



4- 

00 




-4- 

00 

— 



Cotangens 

00 

+ 




00 

-4- 



— 

00 1 

i Secans 

1 

-H 

00 



— 1 

— 

00 

+ 

1 

Cosecans 

1 

00 

-+- 

1 

-+- 

00 

— 

— 1 


00 


Wij hebben in het voorgaande overzicht niet begrepen den 
sinus 0n cosinus versus, evenmin als de koorde, yetmit^ elke 
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dezer lijnen in de vier onderscheidene kwadranten het positieve 
teeken behoudt *). Niets belet nu om den bewegenden straal op 
nieuw de achtereenyolgende kwadranten, en alzoo den geheelen 
cirkel eenige malen aohtereèn te doen doorloopen. In het 5e 
kwadrant zullen de goniometrische lijnen zich alsdan in denzelf- 
den toestand bevinden ais in het eerste, en dus allen positief zijn, 
terwijl de teekens in de 60, 7e en 8e kwadranten respectievelijk 
met die in de 2e, 3e en 4e kwadranten zullen overeenkomen. 

10. De koorde AM maakt echter hieromtrent eene uitzonde- 
ring, daar z^ , te beginnen met het 5e kwadrant, negatief wordt, 
en eerst nadat het punt M ten tweede male den geheelen omtrek 
doorgeloopen heeft , wederom tot den positieven toestand over- 
gaat. Yan deze opmerkelijke eigenschap kan men zich gemakke- 
Igk overtuigen door de volgende beschouwing. 

Zij namelijk XX' (fig. 4) eene onbepaalde lijn , draaiende om 
het vaste punt A, en beschouwen wij haar in de vier aangewe- 
zen standen , waarbij zij den omtrek achtereenvolgens in de pun- 
ten M, M^ , M^ , M, snijdt, als wanneer de lijnen AM, AMj , 
AM j , AM, de koorden in de vier eerste kwadranten zullen voor- 
stellen. Nemen wij nu elk»n afstand AM als positief aan , wan- 
neer hij in de richting AX' gesteld wordt, dan is het duidelijk 
dat , zoodra de bewegende lign XX' eene halve omwenteling vol- 
bracht heeft en den cirkel wederom in M snijdt, de punten X, 
X' , hierbij onderling van plaats zullen verwisseld zijn , zoodat 
nu AM in tegengestelde richting van AX' geteld wordende , nood- 


*) Men zal reeds hebben opgemerkt , dat de goniometrische lijnen , 
even als alle andere grootheden, niet van den posüieyen tot den negatieven 
toestand kunnen overgaan , of omgekeerd, zonder intusschen nul of on- 
eindig groot te worden. Bg de sinussen en cosinuss^i kan alleen het 
eerste plaats vinden ; bg de overige Ignen kunnen zich beide omstan- 
digheden voordoen. Men mag evenwel die eigenschap niet omkeeren, 
en ; uit het door nul of door het oneindige gaan der grootheden , be- 
sluiten dat zij hierom van teeken moeten veranderen. De vergelgkingen 

y = (o — xY en y = r» kunnen zulks ten , duidelijkste aanduiden , 

(o — xy 

dewgl y in elk der beide gevallen a?<a en a?>a, het positieve teeken 

behoudt , hoezeer die grootheid voor a? = a , iimiiddelB nul of oneindig 

groot geworden zij. De goniometrische lijnen geven zelfs hiervan een 

voorbeeld. Zoo wordt de sinus versus = O , zoodra de hoek tot 360" 

aangegroeid is; doch bg den overgang van het vierde tot het v^fde 

kwadrant, verkrjjgt hg wederom eene positieve waarde. 


t 
/ 
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zakel^k als negatief te beschouwen is , hetgeen met de drie vol- 
gende kwadranten eveneens het geval 2al moeten zijn. 

11. Zij nu A; een geheel positief getal , dan zullen tot elk 
der hoeken ^ 

a,ji + 2.180» , a + 4.180» a -^ 2A;.180» , 

naar aanleiding van het voorgaande , dazelfde goniometrische lijnen 
(de koorde alleen uitgezonderd) behooren , waardoor men alzoo , 
met inachtneming van het hiervoren verklaarde, in het algemeen 
zal mogen stellen : 

sin a = sin (2A;.180<> -|- a) , 

sin a = sin (ISO^—a) = sin i (2A + 1) 180<> — a } , 
cosazzi cos {2kA80^ -f- a) , 
cosa=zcos ( — a) =: cos (2A;.180" — a) , 
(1) tang a = tang (180» +a) = tang (kASO** + a) , 
cota = cot (180° 4- a) = cot (A;.180« -4- a) , 
seca^=z sec (2A;.180» 4- «) , 
8eca-=zsec ( — a) = sec (2A;.180» — - a) , 
eosec a =: cosec (2A;.180'* -|- a) , 

cosec a = cosec (lSO^—a)=z cosec { (2k -|- 1) 180» — aj , 

waaruit dus blijkt , dat , ofschoon tot eiken gegeven hoek slechts 
ééne bepaalde goniometrische l^n behoort, daarentegen een on- 
eindig aantal hoeken aan te wijzen zijn, waartoe dezelfde gonio- 
^metrische lijn behoort. 

12. De voorgaande beschouwing in verband met het tafeltje 
van n». 9, geven nog aanleiding tot de volgende opmerkingen: 
1». dat de sinus en de cosecans, de cosinus en de secans, de 

tangens en de cotangens steeds hetzelfde teeken bezitten. 
De reden hiervan zal later blijken. 

2». dat elk der goniometrische lijnen positief is in twee en ook 
negatief in twee kwadranten. Zoo zijn de sinus en cosecans 
positief in het eerste en tweede, de cosinus en secans in het 
eerste en vierde , de tangens en cotangens in het eerste en 
derde kwadrant. 

3». dat de sintés en de cosinus nimmer de waarde van -|- 1 en — 1 
kunnen overschrijden , omdat die goniometrische lijnen altijd 
kleiner bleven , hoogstens gelyk worden aan den straal des 
cirkels. Sinus en cosinus z^n dus altijd positieve of nega- 
tieve breuken en omgekeerd zal elke positieve of negatieve 
breuk de sinus of cosinus van een hoek voorstellen* Yindt 
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men als uitkomst eener berekening een sinus of cosinus groo- 
ter dan één, dan weet men zeker dat het vraagstuk onmo- 
gelijk of de berekening fout is. 

4®. dat de tangens en cotangens alle mogelijke positieve en nega- 
tieve waarden kunnen bezitten, omdat zij zich op hunne 
Ignen van nul tot positief en negatief oneindig groot uit- 
strekken. Omgekeerd kan dus elk positief of negatief getal 
gelijk gesteld worden aan een tangens of cotangens. 

5^. dat de secans en cosecans zich kunnen uitstrekken van + oo 
en — 00 tot -+- 1 en — 1 , maar geene volstrekte waarden 
kleiner dan de eenheid kunnen bekomen, omdat deze lijnen 
zich altijd van uit het middelpunt tot buiten den cirkel uit- 
strekken en dus altijd grooter dan , minstens gelijk aan den 
straal zijn. Derhalve kunnen nimmer positieve of negatieve 
breuken gelijk aan een secans of cosecans gesteld worden. 
In het tafeltje van n®. 9 zijn de sinus versta en cosinus 
verms wegens hunne mindere belangrijkheid niet opgenomen , 
hoewel wij opgemerkt hebben, dat zij in alle kwadranten 
positief blijven , als wordende steeds in dezelfde richting ge- 
teld, üit fig. 3 kunnen gemakkelijk de waarden dezer lijnen 
voor de grenzen der kwadranten opgemaakt worden. Men 
vindt dan: 

sin vers O® := O , cos vers^ O® = 1 , 

sin vers 90° = 1 j cos vers 90*^ = O ,' 

sin vers ISO^ = 2 j cos vers ISO^ =: 1 , 

,*^ \ sinvers270^ = ly cos vers 270^ = 2 ^ 

Ook de waarde der koorden kan voor deze hoeken gemakkelijk 
uit eene figuur worden afgeleid. y // 

§ 2. 

Betrekhingen tusschcn de goniometrische lijnen tot denzelfden 

hoek hehoorende, 

13. Tusschen de onderscheidene goniometrische lijnen van den 
zelfden hoek bestaan vaste betrekkingen van afhankelijkheid , die 
van groot belang zijn, daar zij den grondslag der geheele gonio- 
metrie uitmaken. 

De gelijkvormige rechthoekige driehoeken CPM, CAN, CA,Nj , 
(fig. 1) gevei^ het middel aan de hand om die betrekkingen op te 
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sporen. Men heeft namel^k in de eerste plaats door toepassing 
van het theorema van Pythagoras op elk dezer driehoeken , daarbi| 
den straal des cirkels tot lengte-eenheid aannemende , 
in A CPM: 

of 8in^a-^cos^a=l-j (1) 

in aOAN: 

CA»4-AN*=:CN«, 

of 1 -f- tang^a = sec'^a ; (2) 

in A CAjN, : 

of 1 + cot^a = cosec^a (3) 

Vervolgens geeft de gelijkyormigheid der driehoeken CPM en CAN : 

MP : NA = CP : CA = OM : CN, 

of ^na : tangaz=siix>8a : 1 = 1 : seca, 
dat is: 

tangarzz (4) 

^ cosa ^ 

8eca=: (5) 

cos a 

Uit de gelijkvormigheid van A CPM met A CAjNj volgt: 
MP : CA, z=CP : A^N^zzCM : CN, , 
of sina : 1=1 cos a : cota=zl : cosec a ; 
gevende : 

""^^ jA/^/ 

coseca^—. — (7) 

stna ' 

Eindelijk geeft de gelijkvormigheid van A CAN met A CA^N, : 
AN : CA, =CA ; A,N, =CN : CN^ 
of tang a : 1 = 1 : cotazizseea : cosec a; 
derhalve : 

co^a=-JL. (8) 

tanga ^ 

tanga= -£fü ........ (9) 

cosec a 

Deze negen betrekkingen kunnen niet onderling onafhankelgk 
zijn , want er komen slechts zes veranderlijke grootheden in voor , 
en deze kunnen hoogstens door vijf onafhankelijke betrekkingen 
verbonden z^n. Zal echter een hoek door ééne goniometrische 


cotaz= 

Sina 
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Ign bepaald wezen , dan moeten tusschen de zes grootheden wer- 
kelijk yijf onafhankelijke betrekkingen bestaan , en uit deze de 
andere betrekkingen afgeleid kunnen worden. 
Gaan wij b. v. uit van de vyf formulen : 

s»/i'a-|-co5*a = 1 (1) 

l-4-te«^*a = sec*a (2) 

1 H- cot^a = cosec^a (3) 

tanffa = ^ni . . . . . . . . (4) 

cosa ^ ^ 

„# ^ cos a ,^K 

eotazzz^, — (6) 

s$na ' 

dan Tolgt al dadelijk uit (4) en (6) : 

caiaziz — — (8) 

tanga 

Uit (2) en (4) volgt : 

1 + -— =:- =: sec*a , 

of cos^a -4- st« a = cos^a . sec^a , 
dat is, lettende op (1): 

Izzzcos^a . sec^a y 
derhalve : 

sec a = (5) 

cosa 


Evenzoo geven (3) en (6): 


1 H — r-r- = cosec^a , 
sm^a 

sin^a -4- cas^a = sin^a . cosec^a , 

1 1= sin^a . cosec^a , 

cosecarr-- — (7) 

sma 


Eindelijk volgt uit (4), (5 ) en ( 6): 

1 


. coieca s^ca 

tctfio a r^ — — . • • (9) 

1 coseca • • • \ ; 


seca 


Op dezelfde wijze kan men uit elke vijf onderling onafhanke- 
lijke , de vier andere betrekkingen afleiden. 


15. 

Om deze voomame fonanlen gemakkelijk te onthouden, kan 
men ze op de volgende wijze in woorden uitdrukken : 
V, De som der vierkanten van den sinus en cosinus , hei verschil 

der vierkanten van den secans en den tangens en het verschil 

der vierkanten vcm den cosecans en den cotangens is gelijk 

aan de eenheid. 
2^. De cosecans is het omgekeerde van den sinm^ de secans het 

omgekeerde van ien cosinus , de cotangens het omgekeerde van 

den tangens, 
3^. De tangens is gelijk aan de verhouding van den sint*s tot den 

cosinus j de cotangens aan de verhouding van den cosini4S tot 

den sinus, 
Eenige eigenschappen aangaande de teekens en de grenswaar- 
den dezer goniometrische lijnen, die in de vorige paragraaf uit 
de figunr zijn gevonden , kunnen uit de bovenstaande betrekkin- 
gen worden afgeleid. 

De formulen (5), (7) en (8)leeren, dat sinus en cosecans, cosi- 
nus en secans^ tangens en cotangens steeds hetzelfde teeken bezit- 
ten , terwijl uit (4) en (6 ) blijkt , dat tangens en cotangens posi- 
tief ^ijn, wanneer sinus en cosinus gelijk teeken, doch negatief, 
wanneer zij ongelijk teeken bezitten. Hierdoor kan men terstond 
al de teekens der goniometrische lijnen opschrijven, wanneer men 
slechts onthoudt , dat de sinus in het eerste en tweede , de cosi- 
nus in het eerste en vierde kwadrant positief is. 

Uit de formule (1) volgt , dat sinus en cosinus altijd gelegen 
zijn tusschen + 1 en — 1 ; uit formule (2) en (3) , dat de secans 
en cosecans altijd grooter dan + 1 of Uéiner dan — 1 zijn. 

Uit fig. 1 volgt nog: 

AP=:AC~CP, 

of sin versa—- l-^cosa; . . . • . (10) 

A,Q = A,0 — CQ, 

of cos versaal — sina; (11) 

AM»=ABx AP, 
of koorde^ a = 2 X sin vers a = 2(1 — cos a) . . (12) 

door welke formulen de sinus versus , de cosinus versus en de 
koorde uit den sinus en cosmus kunnen afgeleid worden. Door 
(10) en (11) wordt bevestigd, dat de sin vers en cos vers altijd 
positief zijn, omdat sin a en cos a nimmer grooter dan 1 kunnen 
worden. 
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14. Voor het gemak en de duidelijkheid zijn al de voorgaande 
formulen a^eleid , in de onderstelling , dat de hoek in het eerste 
kwadrant is gelegen , hoewel reeds stilzwijgend is gebruik gemaakt 
van hare algemeene geldigheid. Dit laatste valt niet moeilijk aan 
te toonen door den hoek in een ander kwadrant te nemen en de 
zelfde bewerking toe te passen , daarbij lettende op de teekens , 
die de goniometrische lijnen door Terschil van richting verkrijgen. 
Neemt men b.v. den hoek ACM ^ (fig. 3) in het tweede kwadrant, 
dan worden de gelijkvormige rechthoekige driehoeken : CP|M, , 
CAI^3 en CAjN, ; voor den hoek ACM, in het derde kwadrant 
heeft men de driehoeken: CP^M, , CAN en CAjNj ; voor den 
hoek ACM, in het vierde kwadrant de driehoeken: CP,Mj, 
CAN, en CAjN, ; het zal terstond blgken, dat elk dezer groe- 
pen van driehoeken dezelfde betrekkingen oplevert als de oor- 
spronkel^ke. 

15. Daar elke hoek bepaald is door ééne goniometrische lijn , 
moet het ook mogelijk zijn door middel van de gevonden formulen 
elke goniometrische lijn in elk der anderen uit te drukken. 

Nemen wij tot voorbeeld den sinus en zoeken de formulen , 
waardoor hij uit den cosinus, tangens enz. wordt berekend. • 

Form (1) geeft terstond : 

sin a = 1/^(1 — cos^a) , 

en form (7) 

1 

8ma=: : 

cosec a 

derhalve in verband met (3) 

1 

8tna:= 


hierin de waarde van cota uit (8) substitue^rende: 

1 tanga . 

V tana^ a) 


8%naz=: 


tang 
eindel^k ingevolge (1) en (5) : 

8ina:=: |X(1 — co5*a)=i:|X(l --.i=:l--i i, 

^ V sec^a/ seca 

Op dergelijke w^ze voor elk der goniometrische lijnen te werk 
gaande , verkrijgt men het volgende volledige samenstel betrek- 
kingen: 
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sin a = 1/^(1^008^0)7= ^^^^ ^ ^ 

|/(l-+-tow^«a) l/(l+cot^a) 

^l^{sec^a-^l)^^l_ 

seca coaeca ■ 

cos aziz 1^(1 — 8in^a)= —, 1 _- = S2LSL 

= -i— = l ^jcosec* g — 1) ,- . 

sec a cosec a ^ ^ 

tanga= ^'^^ = l/a-cos^a) _ 1 

= l/'Csec* a — 1) = _ 1 (15) 

i/{cosec^ a — l) ^ ' 

cotaz=z J^O^—^^*^) -- cQgg _. 1 

«ina K(l ' — cos^ a) tcmg a 

= T7T—r :r.-=l/(C08BC^a--l) (16) 

\/[sec^ a — 1) ' 

seca-=z — 7- r == =1/(1 -f- ^iw* a) 

|X(1 — sec» a) cosa ^ ^ 

y(l -^ oot^ a) cosec a .^ 

cota i^ {cosec* a — 1) ^ ' 

1 1 l/il + tang* a) 
cosec a = — rr = ^— i — ■ ^ — - 

sina |/{l— cos*a) tanga 

=zi/(l^cos*a)=—^^^±—^. ...... (18) 

^ ' y{sec* a — 1) ^ ' 

Door deze formolen kan men all^ goniometrische lijnen van 
een hoek berekenen , wanneer eene gegeven is. Alleen met be- 
trekking tot het teeken kan eenige moeilijkheid ontstaan bij die 
formulen, waarin eene wortelgrootheid voorkomt. Daarom moet 
het teeken zoo veel mogelijk vooruit worden opgemaakt , dan be- 
hoeft men slechts de volstrekte waarde der lijnen in rekening te 
brengen. Is het echter niet bekend, in welk kwadrant de be- 
doelde hoek gelegen is, dan blijft er steeds eenige dubbelzin- 
nigheid , omdat elke goniometrische lijn tot twee hoeken kleiner 
dan 360® behoort. 

Is b. V. van een hoek gegeven de sinus , dan kan hij in twee 
kwadranten gelegen zijn, bij positieve waarde in het eerste en 
tweede, bij negatieve in het derde en vierde. Tot nadere be- 
paling moet dan gegeven zijn, óf het kwadrant waarin de hoek 
ligt , 6f het teeken van eene der andere goniometrische lijnen 
(behalve diegene , welke het omgekeerde van de gegevene is). 

2 
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Weet meo b. v. van een hoek, dat zijn sinus negatief en zijn 
cosinus positief is , dan moet hij in het vierde kwadrant zijn 
gelegen. Bij de toepassing der goniometrie op de driehoeksme- 
ting is het bezwaar niet groot , omdat men daar in den regel te doen 
heeft met hoeken kleiner dan 180® , zoodat dan alleen de sinus 
dubbelzinnigheid kan geven, terwijl het teeken van den cosinus 
of tangens terstond aanwast, in welk der beide kwadranten de 
hoek is gelegen. 

Ie Voorbeeld. De goniometriache lijnen te berekenen vooreen 
hoek van 120®. 

De hoek ligt in het tweede kwadrant , dus zyn de sinus en de 
cosecans positief, de andere lijnen negatief. Zij (fig. 3) L ACM^ 
iz: 120** , dan is L P,CM, = 60®, en dus in den rechthoekigen 
driehoek CM|Pi volgens eene bekende meetkundige eigenschap: 

CP, =iCMi 
of cos 120» = — i- 
Hieruit volgt : 

sin 120» = 1/^(1 — i) = iV^S , 

tang 120» =^^=: — 1/3 , 
cosa 

cot 120» = ^= — lyS , 

sec 120» = 1/^(1 ^tang^ a) = ^-^= — 2 , 

cos a 

cosec 120® = |/'(r+ cot^ a) — -J— = 4ï/3. 

stna ^ 

2e Voorbeeld. , Van een hoek ts de sinus =: — \/ \^de overige 
goniometrische lijnen te berekenen. 

In alle gevallen heeft men: 

cosec a =-- — = — I/'S. 
stna 

Daar verder de hoek. zoowel in het derde als vierde kwadrant 

kan gelegen zijn, blijft het teeken der andere lijnen onbepaald. 

Deze verkregen dus het dubbele teeken , en dit zullen wij zoo 

plaatsen, dat het bovenste geldt voor het derde, het onderste 

voor het vierde kwadrant. 

cosaz=z {/{l — m' a) = ^ i/\. 

tanga = ?!^ = ±y\, 
^ cosa -^ * ' 
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tanga 

sec a = z=:^^y i, 

cosa 

Verder door de fonnulen (10) — (12) : 

sin vers a = l — cos a=l-±: ^^| , 
cos versa =^ 1 — sina=zl-^l^ \, 
koorde a = 2y"(l^ cos a) = 2i^{l±^i). 

Tot verdoFe oefening mogen de volgende opgaven dienen. 
De waarde van aUe goniametrische lijnen te berekenen , 

1«. vm elk der hoeken 150^ 210», 315o ; 

2*. van een hoek, unens cosinus = |(^^6 — ^ 2) ; 

3*. van een hoek, wiens tangens = — 1^(5 -f- 2|/^5). 

Eene enkele opmerking kan hierbij niet ondienstig zijn. Later 
is het dikwijls noodig den sinns of cosinus van een hoek uit zgn 
tangens te berekenen. Stel nu dat gegeven is : 

dan volgt uit de voorgaande fonnulen : 

^--. tanga q P 

1 1 ^ g 

1/(1 + tang^a)- ^/^^^P^X P'ip' +!?») ' 

waaruit deze eenvoudige regel kan opgemaakt worden. Schrijft 
men de tangens in den vorm eener gewone breuk , hetgeen altijd 
kan geschieden, dan is de sinus gelijk aan den teller gedeeld door 
den wortel uit de som der vierkanten van teller en noemer , en 
de cosinus geiyk aan den noemer gedeeld door het zelfde getal. 

§ 3, 

Betrekkingen t'usschen de goniametrische lijnen tot verschillende 

hoeken behoorende, 

16. Wij gaan nu over van de betrekkingen , die tusschen de 
goniometrische Ignen van denzelfden hoek bestaan , tot diegene , 


stn 


cosa-=.. 
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welke de goniometrische lijnen van verschillende hoeken onder- 
ling verbinden. Daar de hoeken, volgens de voorwaarde in § 1 
genoeihd, door bogen met gelgken straal beschreven moeten 
gemeten worden, kannen wij ze in denzelfden cirkel plaatsen 
met de hoekpunten in het middelpunt. 

Zij dus (fig. 5) L ACB=:a een willekeurige hoek, en zetten 
wij op het veranderlijke been CB ter wederzijde een anderen 
¥rillekeurigen hoekBCD = BCD, =6, dan is: 

L ACDz=a4-&, L ACD, =:« — ft, 

en nu is in de eerste plaats de vraag , om de goniometrische Ignen 
van de beide laatstgenoemde hoeken uit te drukken in die van a en b. 
Trekken wij daartoe B£, DF, D,F^ loodrecht op AC, dan is: 

B£ z:=8ina, CE = cos a , 

DFz=:sin{a + b)j C¥=:co8{a + b), 

D|Fi = sin (a — 6), CF, = cos (a — b)' 

Yereenigen wij nog D met D^ , dan is deze lijn loodrecht op 
CB, omdat CB den hoek DCD^ midden doordeelt. Zg G het 
snijpunt van CB en DD^ , dan is , wanneer CB als het vaste , 
CD als het veranderlijke been van L DCB beschouwd wordt, 

DG = sin b , CG =• cos b. 

Als hulplijnen trekken wij nog door G eene lijn IH loodrecht 
op AC en 1)1 , D,!^ evenwijdig aan AC, dan zijn de driehoeken 
DIG en D,I,G gelijk en gelijkvormig, omdat zij behalve gelijke 
hoeken nog DG = D , G hebben. Hieruit volgt : 

. IG = IiG en ID = IjD,. 
Nu is: 

DF = ffl = HG4-GI, 

DiFi = I,H = HG — GI, =HG — GI, 

CF = CH— HF = CH — ID, 

CF, =CH4-HF, =CH-hIiD, zzrCH + ID. 

De eerste leden dezer vergemkingen zijn de grootheden , die 
berekend moeten worden , zoodat alles neerkomt op het bepalen 
van de vier Ignen , die de laatste leden samenstellen. 

Hiertoe beschouwen wij in de eerste plaats de gelgkvormige 
driehoeken CB£ en CGH, waarin 

BB : HG=ÓE : CH = CB : CG, 
of 

sin a : HG = co8a : CH =1 : cosb , 
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derhalve 

HQ 1=1 sin a cos b , CH =:zcosa cos b. 

Uit de gel^kronnige driehoeken CBE en £GI volgt: 

EB : ID=:CE : GI=:CB : DG, 


of 


sina : IDzzzcosa : GI = 1 : sinby 


gevende 

ID = sin a sinb , Ql:=:cosa sin b. 

Substitueevt men de gevonden waarden in de genoemde verge- 
lijkingen , dan verkrijgt men : 

sin {a -\- b) z:z sin a cosb+-oosa sinb (19) 

sin{a — b) = sina cos b — cos a sinb (20) 

cos (a-^b)=:€0s a cos b — sina sinb . . . J . (21) 

cos (a — b)=z cos a cosb + sin a sinb (22) 

Door deze vergelijkingen worden de sinussen en cosinussen van 
de som en het verschil van twee hoeken uitgedrukt in de sinus- 
sen en cosinussen van de afzonderlijke hoeken. Zy zijn de grond- 
formulen der goniometrie , omdat alle andere uit deze afgeleid 
worden. 

De tweede kan uit de eerste worden afgeleid , wanneer men 
-f- b door — b vervangt , dan toch , zoo als in § 1 is gebleken , 
bl^'ft cos b onveranderd , maar gaat sin b over in — sin b ; even- 
zoo kan de vierde uit de derde worden afgeleid. Korter schrift 
men de vier formulen in dezen vorm 

sin (a ± ^) == ^*^ <* cosb±:cosa sinb 
cos {a±^)^^ cos a cosb^^ sin a sin b. 

Het zal voor den leerling niet ondienstig zijn de vier grond- 
formulen in woorden uit te drukken, ten einde die gemakkelijk 
in het geheugen té behouden. 

Ofschoon het voorgaande betoog eeniglijk gegrond is op het 
geval, waarin elk der hoeken a en ft minder dan 90" is, zoo kan 
men zich echter , door het ontwerpen eener afzonderlijke figuur , 
gemakkelijk overtuigen , dat die formulen insgelijks waar zgn , 
b^aldien men elk der hoeken van O tot 360^ laat aangroeien, 
en zij derhalve de vereischte algemeenheid bezitten. 

17. Wij zullen thans doen zien , op welke wijze men daaruit 
een groot aantal andere goniometrische betrekkingen kan aflei- 
den , die , zoo als in het vervolg blijken zal , in de toepassingen 
der goniometrie van zeer uitgestrekt gebruik zijn. 
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In de eerste plaats mogen wij niet onopgemerkt laten , dat in- 
dien men inde gevonden formnlen, voora achtereenvolgens 90®, 
180^ , 270^ en 360^ schrijft , men alsdan de navolgende reeds 
vroeger (n®. 7 en 8) uit de figuur a^eleide formulen wederom 
bekomt. 

sin ( 90« ± ft) = co* 6 , co8( 90^ ±b) = ::fsinb, 

sin{lSO^±b)=:^^Hnh j cos(180^ ±6)= — co^ft, 

sin (270 « ± 6) = — co# 6 , cos (270® ±b) = ±sinby 

sin (360« ±b) = ± sin b , cos (360® ±b) = cosb, 

waaruit de positiehre pn negatieve toestand der sinussen en cosi- 
nussen in de vier eerste kwadranten nader bevestigd wordt. 

Yerder volgt uit die formulen nog, door de letters a en ft 
onderling te verwisselen: 

sin (ft — a) = — sin (a — ft) , cos (ft — a) = cos {a — ft) , 

en dus, ft — a=i.p stellende , 

sinpz=z — sin ( — p) , cosp = cos ( — p) , 

hetgeen met het verklaarde in n<^. 8 geheel overeenstemt. 

18. De form. (19) en (20) door elkander doelende , komt er 

sin (a -f- ft) sin a cosb-^ sin b cosa 

sxn (a — ft) sin a oosb — sin b cosa ^ 

en dit laatste gebroken, onder en boven , door cosa cos ft doelende , 
vinden wg, met behulp van (4) en (8): 

sin (a -f- ft) tg a + tgb co^ft-f-co^a ,qo\ 

sin(a — ft) tg a — tgb cotb — cota 

Dezelfde bewerking op de form. (21) en (22) toepassende , beko- 
men w^ 

cos (a + ft) 1 — tg a tgb cot acotb — 1 .24\ 

cos(a — ft) l-htg atgb cotacotb+1 

Wanneer wij daarentegen de form. ;(19) door de form. (21) doelen , 
zoo ontptaat hieruit , na den teller en noemer der breuk door het 
product cos a cos ft gedeeld te hebben , 

Op dezelfde wijs komt er 

i^(a_6)=_^±=lM. (26) 

^^ ' 1-j-tga tgb ' 


I 


nn 
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das ook 

c«rf(a + 6) = lzi^i!M=2^£f2±=Ll ... (27 

tga'{'tgo cota+cotb 

en cot(a-b)=l±MlM=^2^^È±l . . . (28) 

tga — tg o cotb — cota ' 

Stellende in al de Toorgaande fonnulen 6 = a en daarna 2a= a , .^ \ ^ 
dus ^p<= yd j dan verkrygen wg de naTolgendè goniometrische be- 
trekkingen tusschen een hoek en zgn tweevoud. 

8in2a = 2sina cos a. sin a =:2 sin ^ a cos ^ a . « (29) 

cos2az:=cos*a — sin^a. cod2a=l — 2sin^a=:2cos*a — 1. (30) 

1 — co8 2a:=2sin^ a. 1 -i- cos 2 a rz: 2 cos^ a . . (31) 

i„a=|^(lz::|i2ay «„|„=l^(lj=^). . (32) 

^na=i^(i±^y c<„i« = |/(l±^). . (33) 

tg2a=^J^±-=4£^ ..... (34) 
1 — tg* a cot* a — II 

CQ^2a = ^7'^^^ =|((^a— '^g) .... (35) 

Uit de deeling van (32) door (33) volgt nog , 

tgaz=i^(ilZ?2L^\ tgla = l^(llZ£2Ul\. . (36) 

rtf . sin 2 a 1 — cos 2 a o .o 

01 tga=z — rr-= r-^ = co<ec 2 a — cot2a. 

1+ cos 2 a sin2a 

*^ t sinu 1 — cosa , ^^_. 

tglaziz-^. = , =zcosect^ — cota . . . (37) 

^ i -\' cos a stn a 

\\ — cos 2a/ ^ \1 — cos af 

„^.„ sin 2 a 1 -f- co5 2 a o . . « 

cota = -—. = \ ^ =z cosec 2a-^cot2a, 

1 — cos 2 a stn 2 a 

»^* \ sina 1 + cosa . , /«^v /?.m Z 

co^ 1 a = = — . zm cosec a-^- cota . . i8»t c j «^ -^ 

1 — cos a stn a 

voorts uit (37) en (38) : tg a tg\dz:zseca — 1 . . . , (39) 

tg acot\a=iseca'\-\ , , . . (40) 

Door optelling en aftrekking vindt men uit (37) en (38) : 

^^ y « -f- co^ i « =^ 2 cosec a (41) 

cot \a^ tg \az=:2 cUa (42) 
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De form. (36) geeft tevens 

co*2a==lll^, dus *m2a==--M^ . . (43) 

eindelgk volgt uit (12) en (32) 

koorde a = 2 «m | a , 
hetgeen ook onmiddellijk uit de figuur afgeleid kon worden. 

19. Stelt men verder a =:45<^, dan geven de beide grondfor- 
mulen (19) en (21) , omdat «n 45» == | ^^ 2 , 

$in (45® +l) = cos (45 •— è) = \{co8h'^ sin b) K2 . (44) 
cos{4b^^'b) = Hniib^-^)^\(cosb'^Hnb)^2 . (45) 

Uit (25) en (26) volgt in dezelfde onderstelling , 

^(45.±5) = co^(45ozF6)=l^=^|±-; .. (46) 


1 — sina 


) • {*7) 


tgb cotb^^ 
Dit (31) door a = 45« — J a te steUen : 

1— «no = 2wn»(45 — i«), *m(45« — J a)=:^^^i": 

H-wwa=:2co«>(45 — Ja), cos{4b^ --{a)=i/'^l±^'j . (48) 

^(450-|«)=:co<(45«+|«)=^^(i~*^^«^- ^^'« 

1 — sin a 


cosa 


-i-stn 
z=. seca — tg a 


ina/ 1 


stna 


(49) 


(50) 


co* a , , 

= 1= . — zziseca + tga 

1 — stna 

En uit (42) ^n (41) 

^^« = |{co^(45«~ia)-^(45«-Ja)| . . (51) 

seca=z\{tg(4b^ — {a)-^cot(ib^-^ia)] . . (52) 

Wanneer wij de formulen (19) en (20) optellen en van elkander 
aftrekken , komt er 

sin (a -h 6) -f- sin (a — &) = 2 sin a cosb , 
sin (a -f- 6) — sin{a — 6) =: 2 sin b cos a. 

Op gelijke wijze geven de formulen (21) en (22) 
cos (a ^T b) -^ cos (a -^ b) •=: 2 cos a cos b , 
cos {a — b) — cos (a 4- ^) -^ 2 sin a sinb. 
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Schnjven wij in deze vier formulen , voor a-4-6 , j?, en voor a-^h , g^, 
dan isa=\(p +2^) en b =3^ (p — q). Hierdoor gaan zg over in : 

sinp-{-sinqr:z2sin^{p-hq)cos^ (p — q) . . . (53) 

sinp — sinq=z2 sin \{p — ^) oos {- (jp -i- q) . . . (54) ^ ' / 

cosq — cosp=z2sin^(p-^q) sin^ {p — q) . . . (55) 

co$q'\-cosp=z2cos^{p'\-q)cos \ (j> — q) . . . (56) 

die door deeling de navolgende opleveren : 

sin p-\-si nq _ tg^jp-hq) _ cotj ip'^q) ^ ^ ^ .^^. 
sinp — sinq tg\(p — q) cot{(p-\-q) ' ' 

c^jj^^-^^^^^»(j>+g)^ . (58) 

cosq-i-cosp coti(p — q) /^ '^ "^^^"^i "^ ^ ^-^ ^' v / 

en door vermenigvuldiging, hierbij onder het oog houdende dat 

2 sin \aLCos \az=, sin a y 
{sinp-\-sinq\ (sinp —sin q)z=zsin^p — sin^ q := sin[p'\-q) sin [p — q) (59) 
[cosp-^- cos q){cos q — cosp)=. cos^q — cos^p=z 8in{p-{-q) sin{p—q) (60) 

In deze beide laatste formulen voor den hoek j» zijn complement 
90* — p schrgvende, zoo verkrygt men] hieruit 

{cosp -f- sin q) {cos p — sin q) = cos^ p — sin* q 

= cos{p'h q)cos(p — q) (61) 

(sinp -f- cos (j[) (cos q — sHt q) '=:cos* q — , sin* p 
•=. cos (p -f- q) cos (p — q). 

Behalve de voorgaande, laten zich uit de form. (53) tot (56) nog 
de volgende afleiden , dOor namelijk beurtelings daarin te stellen 

|) = 45«-f-a, ^ = 45» — a, 
p = SO^+ay ^ = aOO— a, 

sin{4:6^-}-a)^sin(4c6^—a)=cosay'2 . . (62) 

5w(45«+a) — wn(45«— a)r=Wna^^2 . . (63) 

sifi (SO^ -^ a) -h sin (ZO^ — a)=zcosa . . . . (64) 

coslsO^ — a) — cos (30^-^0) = sin a , . . . (65) 

dus ook 

co«(60' -4- a)+co5 (60^ — ft) = co«a .... (66) 

sin (60' -^a) — sin (60' -^a)z=zsina . . . . (67) 

Stellende in (62) en (63) azzi^a ^ dan vindt men nog met behulp 

van (47) en (48) de twee formulen : 

co«ia=:i^^(l + «n«)-f■|^^(l— «na) . . (68) 

«inja = j^^(l4-«t»a) — 1^(1 — «moe) . . (69) 

welke met (32) ei^3) v^i^maakt jovereenstemmen. Immers door 
ze in het vierkant te brengen , bpomt men wederom 

/ 
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cos 


» i «=i (1 + K(i -««»„)) =i±i2i^, 


en 


«n» I « = i (1 — 1^(1' - m» o))=i 


COSüi 


20. Het zoude niet moeilijk yallen , de yoorgaande formulen 
met nog een aantal andere Van gelijken aard te rermeerderen. 
De hier medegedeelde zgn echter die, welke, hetzij bij gonio^ 
metrische herleidingen, hetzij bij samenstelling der sinustafels 
(waarover straks nader) het meest voorkomen. Uit dien hoofde 
onthouden wij ons , daaraan eene overtollige uitbreiding te geven. 
Wij zullen echter nog ten slotte hier eenige belangrgke gonio- 
metrische betrekkingen tusschen drie verschillende hoeken laten 
volgen , waarvan wij het betoog aan den lezer ter oefening 
overlaten. 

sin acosbcosc 


sin (a + è -f- c) = 


-^sinb cos a cos c 
-^ sinc cos a cos b 


— sin a sin b sin c . (70) 


(72) 


-^^cos acosbcosc (73) 


I sinacos{b^c)\ 
«w (a -f- 6 -h c) =1 ! + sin b cos (a+c) j -|-2ma sin bsinc. (71) 

( -f- sin c cos (a-h ft) ' 

f cos a sin bsinc 
-f- cos b sin a sin c 
-^coscsinasinb 

cos ccos{a'i' b) 
cos {a'^b'^c)= -f- cos\b cos (a -h c) 

-f-co*aco«(ft-|-c) 

Voor a H- 6 -h c z= 90^ , is 

i — «n* a — r sin* b — .stn* c = 2 sin a sin b sin c 
sin2a-\- sin ^b-^sin^c^zécosacosb cos c . 

Voor fl + 6-4-c=1K0' , 

sin 2 « H- 5m 2 ft + «in 2 c = 4 «in a sin b sinc . 

1 — cos* a -^ cos* ft — - cos* c :zz ^ cos a cos b cos c 
i tL^tc* ./f.i\ //, //i^^^^n * c — sin* a — sin* ft -f- 2 sin a sin ft cos c = O 
/^ j>/a/ ^. J ^. /^ Uin ft H- sin b -{- sin c =z 4t cos \ a cos \bcos \c . 
t/.\ X^ Ay'^^<J iga-h^gb-i-tgcz^tgatgbtgc . . . 


(74) 
(75) 


/., cot a cot b -i- cot a cot c ^ cot b cot c =z ï , . 

Voor ft + ft -4- c = 360*^ , , 

/^:/ /})/ \ — cof^a. — cos* ft — cos* c + 2 cos a cos ft cos c = O 


(76) 
(77) 

(78) r 

(79) /^ 
(80)/? 
(8») A 


ï 


in 


(82) ^ ^' ' 

(83) 

(84) 


r<^v A^/'^'^*^/ tga -h igB -^ tgc =z tgh4^tgb^tgc . . 

yo tg aigb^tga tgc '^ tgb igcz=:\ — seca sec ft sec c» 

^ I — M — ê 
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21. Stellen w^ thans in de fonnolen (71) en (73), a=.bz=ic, 
dan volgt hieruit ten eerste , 

sin 3a=:Ssina cos* a — sin* a:=zSsina{\ — sin^ a) — sin* a 

dus sm B a z=z S sin a — 4tsin* a (85) 

Verder 

cosSa:=z cos^ a — 3 cos a sin* a s= cos* a — 3cosa{l — cos* a) 

of cos 3 a :=z Jif cos* a — 3cosa .... (86) 

waardoor de sinus en cosinus van het drievoud eens hoeks uit 
die van den enkelen hoek kunnen berekend worden. Met behulp 
dezer beide laatste formulen en van de volgende 

sin^a = sin a cos 3 a -{-sin Sa cos a , 
cos kazzi cos 3 a cos a — sin 3 a sin a , 

verkrijgt men na eenige herleiding : 

sin 4 a = (4 5m a — 8 sin* a) cos a , 
C05 4 a = 8 cos^ a — 8 cos* a -f- 1 ; 

evenzoo : 

sin 5 a =: 5 sina — 20 sin* a + 16 sin^ a , 
cos ^ a zz: iQ cos^ a — 20 cos* a -Y- b cos a ] 

en op die wijze voortgaande zou men tot eene algemeene formule 
zoo voor den sinus als voor den cosinus van het n voud van 
eenigen hoek kunnen geraken, waaromtrent wij echter, daar 
zulks meer tot de hoogere doelen der goniometrie behoort, in 
geene verdere bijzonderheden zullen treden. 

Alleenlijk zullen wij hier nog doen opmerken , dat de formulen 

m 2 a zz: 2 sin a cos a ^ sin3a:=z3 sina — 4 sin* a 

aanduiden, dat 

sin 2 a < 2 «m a, «m 3 a < 3 sin a , 

en men ook in het algemeen betoogen kan , dat sinna <^nsina^ 
en dus < na^ als zgnde sin a < a ; zoodat de sinussen van twee 
verschillende hoeken altijd in eene kleinere rede toenemen dan 
die hoeken zelven. 

Zijn echter de hoeken zeer klein, dan mogen zij nagenoeg als 
evenredig aan hunne sinussen beschouwd worden. Immers, vol- 
gens de grondform..(19) heeft men, 6 = (« — \)a stellende, 

sinnaz:=sin (n — i) a cos a + cos (n — i)asina. 






-^»4*»j 
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Is nu na, en dus ook (n — 1) a, even als a een zeer kleine hoek, 
den kan men, in de vorige vergelijking, zoo weLvoor cos a als yoor 
co8{n — l)a de eenheid substitueeren, waardoor zij in dat bijzon- 
der geval overgaat in 

jtn n a = sin (n — 1) a + sin a. 

Op gelijke wijze heeft men 

sin (n — 1) a = sin (n-^^)a'^sina^ 
sin (n — 2) a = sin (n — 3) a + sin a , 
enz. enz. 

waaruit gemakkelijk te besluiten is , 

sin naz=:sin{n — ƒ>) « -f p sin a , 

zijnde p < n. Stelt men p=in^ dan komt er 

sinnaz=.n sin a. 

Yoor een anderen kleinen hoek ma, zal evenzoo 

sin ma = msina. 

Derhalve 

sin na : smmazzin : m=zna : ma ^ 

waardoor het gestelde bewezen is. Van deze laatste eigenschap 
wordt eene nuttige toepassing gemaakt bij de berekening der 
sinustafels , zoo als in de volgende § nader zal aangetoond worden. 


§ 4. 

Over de samensteüing der gewone^ en der logarithmen-stnustafels. 

22. Onder de samenstelling eeuer sinustafel verstaat men het 
berekenen der goniometrische grootheden voor alle hoeken be- 
neden het kwadrant , en met kleine verschillen opklimmende. De 
hoogere wiskunde levert onderscheidene reeksen op, waardoor 
die berekening voor eiken hoek van gegevene grootte , spoedig 
en tot op een groot aantal decimalen , nauwkeurig geschieden 
kan. Daar echter deze beginselen niet bestemd zijn , om de 
goniometrie in haren geheelen omvang te behandelen , zoo kunnen 
wij de bedoelde reeksen hier niet voordragen *) , maar zuUeu 


*) Men kan hieromtrent raadplegen Lobatto ; Lessen over de hoogere 
Algebra , 26e les , handelende over de ontwikkeling der goniometrische 
fonotiên in oneindige reeksen. 
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ons bepalen met den lezer een algemeen begrip te geven van de 
wijze om eene sinastafel te ontwerpen , ook zonder het gebmik 
der hulpmiddelen , die men aan de wiskundigen van lateren 
tijd verschuldigd is , en eerst gevonden zgn , na dat verre de 
meeste, naar de oude of sexagesimale verdeeling ingerichte 
sinustafels reeds ontworpen waren *). 

23. In de eerste plaats zal men gemakkelijk inzien, dat de 
berekening der zijden van de in den cirkel beschreven regelma- 
tige veelhoeken al dadelijk het middel oplevert, om de sinussen 
en cosinussen van een zeer groot aantal hoeken alleen door wor- 
teltrekkingen te berekenen. In de meetkunde f) wordt namelyk 
geleerd, dat, stellende de zijde van den regelmatigen nhoek=a, 
en die van den regelmatigen 2n hoek in denzelfden cirkel be- 
schreven = ^1 , men, voor den straal 1 , zal hebben de verge- 

Igking a, = l^{2-y{i-a*)} / . . . . (1) 

Zg nu « .;^ , dan is 

a = koorde 2 o = 2 «tn a , en a^ r= 2 m |- o , 

waardoor alzoo uit den sinus van eenigen hoek cc, de sinus des 
halven hoeks kan worden berekend, waartoe de formule (1) nog 
onder dezen vorm zou kunnen gebracht worden : 

ar = ^^(l-4-io)— ^-(1 — 1-a) .... (2 

Na hierin a = 2 ^m a , en a^=2sin ^a gesteld te hebben , ver- 
krijgt men de reeds hiervoren gevonden form. (69) § 3. 

sin\a=iy (1 ^ sin a) — {y(l — sin a) . . (3) 
• T 1/(1 — C05 a) ... 

en «n { o = K \ ^ L (4) 

welke laatste de voorkeur verdient, ingeval de cosinus van den 
hoek reeds bekend is. 

Daar nu sin 46^ z= -| -^^2 , en sin 30» = { koorde 60^=1: |, zal 
men thans , met behulp van eene der beide laatste formulen^ 
den sinus en cosinus der hoeken van 22^ 30' , en van 15» , en 
hieruit wederom die van 11** 15' en van 7» 30^ enz., door ach- 
tereenvolgende worteltrekkingen kunnen berekenen. Verder is de 


*) Bg het berekenen der tafels van Borda , Gallbt , en vaia andere 
op de decimale verdeeling van het kwadrant gegronde ainustafeis., heeft 
men zich echter met veel voordeel van de bedoelde reeksen bediend. 

t) Zie y^K Geer: Leerboek der Meetkunde. I, §20, form. (5). 
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. zgde des ingeBchreven vgfhoeks , dat is 2 sin 36<* =: J ^^(10 — 2^6), 
dus «n36^= J ^^(10 — 2^^5); op gelijke wgze geeft de zpe des 
tieiÜLoeks , sin 18^= J ( — 1 + ^^5). Hieruit kunnen nu wederom 
de sinus en cosinus der hoeken van 9^, van 4^ 30' enz. op gelijke 
wijze worden a%eleid. 

Orerigens is het klaar, dat wanneer men eenmaal de gonio- 

metrische grootheden der hoeken van 0^ tot 45^ , op de eene 

of andere wijze heeft berekend y die voor alle grootere hoeken , 

' tot aan het geheele kwadrant , alsdan insgelijks bekend zijn , 

vermits 

sin (45^ + a) = cos (45<* —a) en cos (45^ '\-a)=sin (45<i — a) , 

waarom dan ook de gewone sinustafels zich niet yerder dan tot 
het halve cirkelkwadrant uitstrekken. Het is echter van belang 
hier te doen opmerken, dat zoodra de berekening tot aan den 
hoek van 30^ gevorderd is, de sinussen en cosinussen van alle 
grootere hoeken tot 45^, door eene eenvoudige optelling e^ af- 
trekking kunnen gevonden worden, en zulks met behulp derform. 
(64) en (65) § 3 , gevende namelijk 

sin{S(P-^a) = cosa — sin{ZO^ — a) . . . (5) 
co« (30^ + fl) = co* (30<i — a) — m a . . . (6) 

Gesteld thans dat men voornemens zg de goniometrische lijnen 
te berekenen van alle hoeken van 0^ tot 30^ , met 1^ opklim- 
mende , dan zou men hierbij aldus kunnen te werk gaan. 

Uit (3) volgt , door a = 30^ , en dus sinaz:z\ te stellen , 

sin 15» =zi(ye — 1^ 2) en cos 16^ = ^ (^^6 -+- ^^ 2). 
f^^f^f ^^ Bkembor is reeds gevonden 

«nl8ö = {(— 1 + 1^5), dus cos lS^ = \y (10-^21^5), 
en volgens (3) 

sind^ = \y (3-^l^b) — \y(b'-'y'5) 
co«9« = t^ (3 + ^5)4-1^^(5 — ^ 5). 

24. De grondformulen 

sin (a — 6) =:r sin acosb — cos a sin b , 
cos {a — 6) m cos acos b-{- stn a sin b , 

geven tevens het middel aan de hand tot berekening van sin 3^ 
en tos B^ , door namelijk daarin a = 18^ en & = 15^ te stellen , 
waardoor men terstond bekomt 

m3<>=:,V(^6rf-K2)(K5 — 1)— i(^^3— 1)^ (54-^^5), 
w3ö=:3>y(>^6~^' 2) (^^5—l) + 4(^^3-h 1)^(54-^-5). 
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Op geiyke wgze yerkrggt men, door azzzlb^ en & = 9^ te 
stellen, met behulp der bovenstaande waarden van sin 15^, cos 15^, 
sin 9^ en cos 9^, na een lichte herleiding *) : 

«in 60 z= — J (l-t- 1^5) + i 1^(30 — 6i^5) , 
cos 60 = i (|/15 + k3j + 1 1/(10 — 2p^5). 

En aangezien 

sin 2a z= 2 sin a cos a j cos2a=zl — 2 sin^a , 

zoo vindt men gemakkel^k nit de beide laatst gevondene waarden , 

sin 12» = i 1^(10 + 2^5) — i (i/ 15 — v/3) , 
CM 12^ = 4 1' (30 -h 6^/5) + Ki^ 5— 1), 
waaruit door dezelfde formulen verder afgeleid wordt 

sin 240 = ^ (j/ 1« -h L 3) — i v/ (10 — 2 K 5) , 
cos 24:^ =: l (i^ o-h l)+iK(30 — 6i/5). 

De sinussen en cosinussen der bogen van 21^ en 279 , laten 
zich onder anderen berekenen uit de formulen 

sin (18<> + a) = — 2 sin 18<> cosa-^ sin (18<) — a) , 
co^(18Q + fl) — — 2 «tnlSo «na -Fco« (189 — fl), 

waarin men achtervolgens a = 3^ en a = 9^ zal hebben te stellen. 
In dier voege bekomt men 

sin 210 =: 2 m 18^ co» 3^ — sin Ib^ , 
co» 210 = co« 150 — 2 «n 180 «n 30 , 
sin 270 = 2 sin Igo co» 90 — sin 90 , 
co» 27^ = co» 90 — 2 sin 18<) »in 90 , 

of, na substitutie en herleiding , 

»tii21^=l (1+^3)^- (5 — ^^5) — T>y (1^6 — ^^2) (14-^^5), 
co»21«^ = 4(-.l + K3)K(5 — K5)+A(^ö-*-^2)(l + ^^5), 
»m27<^=^l^(5+J^5)-^i(J^10 — ^^2), 
co» 27<^ =i^^ (54-^^5) -f. 1(^^10 — 1^2). 

Aldus zgn wij in staat gesteld de sinussen en cosinussen der 
hoeken van O tot 30O, en dus ook tot 45o (zie form. (5) en (6)) van 
30 tot 3^ , met den yereischten graad van nauwkeurigheid te be- 
rekenen, waaruit vervolgens de overige goniometrische lijnen, 
met behulp der hiervoor (n^. 13) gevonden betrekkingen af te 

*) Bg deze berekening zal het gemakkelijker zgn voor »f» 15° te 
aohrgven de nitdrokkiiig 4 \r (2 — v^3), en vooreo» 15*, iV(2-f-^^3). 
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leidon zijn. Men zal echter hierbij tevens met vrucht kunnen 
gebruik maken van de navolgende vergelijkingen 

tg (30<> -h 2o) = I { cot (30^ — a) — tg (30^ — «) ] 
tg (45« -h a) = cot (45^ — a) = 2 ^^ 2a + ^ (45o — «). 

welke beide uit form. (35) § 3 voortvloeien , door voor a achter- 
volgens 30^ — a , en 45^ — ó te schrijven , en met wier behulp 
men de tangenten en cotangenten van alle hoeken grooter dan 
30^, door eene enkele optelling of aflrekking , uit de reeds ge- 
vondene zal kunnen berekenen. 
~^ Eindelijk zijn nog de uit (38) afgeleide vergelijkingen 

cosec az=icot \a — cot a 

sec a = cot (45 — •}• a) — tgaj 

bijzonder geschikt tot berekening der secanten en coseeanten, 
door middel der tangenten en cotangenten. 

24. Wat nu betreft de berekening der goniometrische Ignen 
van kleinere hoeken, zoo als die van 1^, 1' en 1", te dien einde 
kan men verschillende wegen inslaan , waarvan het tot ons oog- 
merk voldoende zal zijn , den navolgenden aan te w^zen. 

Het is namelijk uit de inzage eener figuur terstond op te ma- 
ken , dat de lengte van den sinus steeds kleiner is dan de boog 
waartoe hij behoort , en daarentegen de tangens grooter dan die 
boog is , mits deze laatste kleiner dan een kwadrant zij. In deze 
onderstelling zal dus altijd 

fï!L£<l en (0>1; 
a . a 

welke beide verhoudingen echter meer en meer tot de eenheid 
zullen naderen , naarmate de boog kleiner genomen wordt, zoo- 
dat men, bij zeer kleine bogen, deze door hun sinus of tangens 
zal mogen vervangen , althans wanneer men de getallen-waarden 
dezer goniometrische lijnen niet tot in een groot aantal deci- 
malen behoeft te kennen. Het valt niet moeilijk na te gaan, in 
hoe verre het bij de berekening dèr sinustafels geoorloofd zij , 
zich van deze laatste onderstelling te bedienen. Te dien einde 
geeft de vergelijking 

tg a=:?^ = sina(l — sin^ a)''^ , 
^ cosa ^ ^ ' 

na ontwikkeling van het tweede lid volgens het binomium van 

Newtok: 

tg a =: sin a 'i' \ sin^ a -f- enz. 
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Is nu de boog a Mein genoeg om, in de berekening yan tga^ 
de vijfde en hoogere magten van sin a te mogen verwaarloozen , 
dan heeft men 

a <^tga of < sm a + 1 sin* a en tevens a > sin a , 

dus gemiddeld az=sina+lstn* a; 

welke vergel^king weinig van de waarheid zal kannen afvfijken. 
En hieruit blijkt alzoo , dat men alleen dan den sinus door den 
boog zelven zal mogen vervangen , bijaldien die boog zoo klein 
is , dat de term \ sin* a buiten invloed blijft op het laatste van 
het aantal decimale cijfers , waarin men dezen sinus begeert uit 
te drukken. Bepaalt men nu dat aantal cijfers op negen , dan zal 
de voormelde term zonder invloed zijn, zoodra de boog a, en 
dus ook sin a < 0,0003. 

Men neme bijv. a = l', dan vindt men 

boogl'= -—2-_r == 0,0002908882 ; dus ook 
180 X oO 

sin 1' = 0,000290888. 

Het verschil zal zich echter eerst in het 12^ decimale cijfer open- 
baren , dew^l men door eene meer strenge berekening vindt 

sin 1' = 0,00029 08882 04568 
en boog 1' = 000029 08882 08566. 

Voor den boog van 1" is het verschil nog veel geringer. Men 
vindt namelijk 

sin V = 0,00000 48481 36809 
en boog V = 0,00000 48481 36811 , 

zoodat beide grootheden tot in de 13 eerste decimalen volmaakt 
met elkander overeenstemmen. 

Bepaalt men zich nogtans tot acht decimale cijfers, dan zullen 
de boog , de sinus en de tangens met elkander overeenstemmen , 
zoo lang a of sin a < 0,0015 , vermits alsdan 

\ sin* a < 0,0000000008. 

Daar nu de gewone sinustafelen zich slechts tot 7 decimalen uit- 
strekken , zoo blijkt uit het voorgaande , dat men , bij de bereke- 
ning dezer tafels , voor de sinussen en tangenten van alle bogen 
tot op dien van 5', wiens lengte uitgedrukt wordt door 0,00145444, 
de lengten dezer bogen zelven zal mogen aannemen. 
Heeft men in diervoege eene tafel ontworpen der goniome- 

3 


34 

trische grootkeden yan alle hoeken yan O tot b\ dan zullen de 
sinussen en cosinussen yoor alle grootere hoeken tot op dien 
yan 1^ geyonden worden, hetzij by yerdubbeling der hoeken, 
door eene der twee yolgende formulen 

sin 2a -=2 sin acosa, cos 2az=z\ — 2 sin* a j 

hetzij door de meer algemeene formulen 

sin (a 4- ft) = 2sin a cosb — sin (a — h) 
cos (a + ft) = 2cos a cosh — cos ia — ft) , 

yan welke laatste men zich , met behulp der reeds hieryoren 
(n<^. 23) geyondene waarden yoor de hoeken, die met 3® opklim- 
men, wederom bedienen kan bij het yoortzetten der tafel yan 1® 
tot 1°. Indien men zich yoorstelt de tafel zoodanig in te richten, 
dat zij slechts yan 1' tot V opklimme , zoo als met yele sinus- 
tafels het geyal is , dan zou men eersteljjk , door eene toepassing 
der formulen (68) (69) § 3 , de tafel nauwkeurig kunnen berekenen 
voor hoeken, die met 15" opklimmen, en veryolgens yoor de tus- 
schengelegen hoeken gebruik maken yan de benaderingsformulen : 

sin (a® -|- 1') z=z sin a -h cos a sin 1' 
cos (a® -h 1') z^-cosa-^ sin a sin 1' , 

waarin cos 1' = 1 aangenomen is. 

25. Bij de interpolatie der tafel yoor kleinere onderdeelen , zal 
eene eenyoudige berekening yan eyenredige yerschillen yoldoende 
zijn. Want, laten J, ö' twee kleine hoeken yoorstellen, dan 
heeft men 

sin (a + J) = sin a + cosa sin d 
sin (a -f- d') = sï'n a -t- cos a sin d' , 

Sin (a -I- d') — stna stn d d' ^ '^ 

dat is , de verschillen tusschen de sintissen van koeken , die slechts 
weinig van elkander verschillen, zijn nagenoeg evenredig aan de 
verschillen tusschen die koeken zélven ; welke eigenschap zich 
teyens tot al de goniometrische lijnen uitstrekt. 

Het yoorgaande zal genoegzaam zijn , om zich een volledig 
denkbeeld te vormen van de wijze waarop het mogelijk is, de 
getallenwaarden van al de goniometrische grootheden van een wil- 
lekeurigen hoek in tiendeelige deelen van den straal te bereke- 
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nen en alzoo eene gewone sinustafel te ontwerpen *). In de 
Trigonometrie wordt evenwel meer uitslnitend gebruik gemaakt 
van de logarithmen dezer getallen , ten einde hierdoor de ver- 
meiitgvuldigingen en deelingen , welke daarmede moeten geschie- 
den , spoediger en gemakkelijker te kunnen verrichten. Uit dien 
hoofde heeft men dan ook reeds voor lang zoogenaamde logarith- 
men-sinustafels berekend , waarin naast eiken ' hoek , de logarith- 
men der onderscheidene tot dien hoek behoorende goniometrische 
grootheden onmiddeliyk worden aangewezen; terwijl in lateren 
tijd insgelijks zeer nauwkeurige reeksen gevonden zijn, waardoor 
de logarithmen rechtstreeks kunnen berekend worden. In deze 
tafels zijn de w^zers der logarithmen van alle goniometrische 
grootheden, waarvan de getallen-waarden < 1 , reeds met 10 ver- 
hoogd» om hierdoor het gebruik van negatieve wijzers te vermijden. 
26. De hier te lande voor nauwkeurige trigonometrische bere- 
keningen, meest gebruikelijke groote logarithmen-sinus-tafels zijn 
die van Vega, Callet en Schbön. Die van VEGAf ) bevatten de loga- 
rithmen der goniometrische grootheden van 10 tot 10 secunden voor 
de zes eerste en de zes laatste graden des kwadrants ^ doch voor 
de overige graden insgelijks van minuut tot minuut, met bijvoe- 
ging nogtans der verschillen voor elke secunde, terwijl behalve 
die, daarin voor de eerste minuut, de logarithmen der sinussen 
en tangenten ' voor elk tiende deel eener secunde aangetroffen 
worden. In de tafels van Scn?öK , die wegens hare uitvoerigheid , 
bijzondere nauwkeurigheid en fraaie uitvoering , de voorkeur bo- 
ven de overige verdienen, vindt men voor de vijf eerste graden 
des kwadrants , de logarithmen der sinussen en tangenten van 
secunde tot secunde , en voor de overige hoeken , van 10 tot 10 
secunden opgegeven , met aanwijzing tevens der verschillen voor 


*) In de meeste tafels komen echter de sinussen en cosinussen a]8 
geheele getallen en niet als decimale breuken voor , en zulks uithoofde 
daarbij de straal niet gelijk aan de eenheid , maar aan het getal 10^ 
gesteld is , zijnde n het aantal cijfers , waarin de decimale breuken uit- 
gedrukt zgn , zoodat hierdoor bij elk dezer getallen het decimaal punt 
komt te vervallen. 

t) Wij bedoelen hier de gewone in 8°, en niet de groote voor het 
eerst in 1794 in folio uitgegeven tafels van Yega, waarin de logarith- 
men der sinussen enz. tot in tien decimalen uitgedrukt worden , en wier 
gebruik alleen bij berekeningen, die een hoogen graad van nauwkeu- 
righeid vorderen, kan te pas komen. 
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elk tiental seconden , ten einde die logarithmen gemakkelijk te 
kunnen interpoleeren. Even als in de tafels van Yeql, komen 
daarin alleen de sinussen , cosinussen , tangenten en cotangenten 
voor , dewijl log seca =z — hg cos a en log cosec a =z — log sin a 
zijnde , de logarithmen der secanten en cosecanten onmiddellijk 
te yerkrijgen z^n , door slechts het arithmetisch complement te 
nemen van die der cosinussen en sinussen. Al de logarithmen 
zijn in de voormelde tafels tot in zeven decimalen uitgedrukt. 
Yoor berekeningen, die eene mindere mate van nauwkeurigheid 
vorderen , kan men met vijf decimalen volstaan. Hiertoe zijn meer 
bijzonder ingericht de kleine tafels van LiüLAimE, Stbootmait, 
VAN Pesch en anderen , die voor het dagelijksche gebruik zeer 
geschikt zijn. Bij zeevaartkundige berekeningen bedient men zich 
thans van tafels met zes decimalen, waarvan onder anderen zeer 
bruikbare uitgegeven zijn door Brouwer, in de verzameling van 
tafels, behoorende bij zijne Handleiding tot de theoretische en 
praktische zeevaarthunde, 

27. In de navolgende verklaring van het gebruik der logarith- 
men-sinustafels , onderstellen wij, dat men van die van Schbön 
voorzien zij. 

Aan het hoofd van elke bladzijde vindt men het aantal graden, 
en in de beide eerste vertikale kolommen ter rechterzijde , het 
daarbij behoorende volle aantal minuten, benevens de tientallen 
van secunden aangewezen. Daar de tafel zich niet verder dan 45® 
uitstrekt , zoo volgt men voor grootere hoeken , de aanwijzing 
van het aantal graden aan den voet der bladzijde, zoo mede voor 
de minuten en secunden , de getallen in de beide laatste vertikale 
kolommen geplaatst , en die van beneden naar boven opklimmen. 
Vraagt men nu bijv. de logarithmen der goniometrische groothe- 
den van een hoek van 11 '^ 15' 20", zoo leest men onmiddellijk in 
de tafel , op de horizontale rij met het opgegeven aantal minuten 
en secunden overeenstemmende , 

hg sin 11° 15' 20" = 9,2904474—10 

hgcosU 15 20=9,9915656—10 

log tg 11 15 20 =9,2988818—10 

hg cot 11 15 20 =0,7011182, 
dus log sec 11 15 20 =0,0084344 
en hg cosec 11 15 20 =0,7095526. 

De drie kolommen , die achter de logarithmen zijn geplaatst , 
wijzen de verschillen aan tusschen twee opvolgende logarithmen. 
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overeenstemmende met 10" verschil in de hoeken. Zij dienen om 
daaruit , door eene eenvoudige evenredigheid , de logarithmen der 
goniometrische grootheden te berekenen voor hoeken, die niet on- 
middellijk in de tafels voorkomen. Men zal daarbij opmerken , dat 
de derde dezer kolommen , gelijktijdig de verschillen voor de 
logarithmen der tangenten en cotangenten bevat, en zulks uit- 
hoofde logtga=z — log cot a zijnde , de eerste juist evenveel moeten 
toenemen als de laatsten verminderen. Men stelle bijv., dat men 
den ^^mvan 39° 18' 12" begeert tekeimen, dan zal men hierbij 
aldus te werk gaan. 

De tafel geeft voor log sin 39« 18' 10". 

9,8016907 met een verschil van 257 voor 10": 
Daar nu voor zeer kleine verschillen in de hoeken , de overeen- 
komstige verschillen in de logarithmen der goniometrische lijnen 
nagenoeg aan de eersten evenredig zijn (n°. 25) , zoo heeft men 
de navolgende evenredigheid 

10" : 2" = 257 : X, dus x=z 51 ; 

zijnde de vermeerdering, die de bovenstaande log siaus moet 
ondergaan , waardoor men bekomt 

log sin 39» 18' 12" = 9,8016958—10. 

Deze berekening van de evenredige doelen wordt weder overbodig 
door de tafeltjes , die men in de laatste kolom vindt , en waaraan 
men onmiddellijk het verschil voor de enkele secunden en hare 
onderdeelen kan ontleenen. Bij den logarith. cosinus van eeni- 
gen hoek zal men hebben acht te geven om het evenredige ver- 
schil af te trekken in plaats van op te tellen , uithoofde de 
cosinussen verminderen bij het toenemen der hoeken. Dezelfde 
aanmerking geldt ten aanzien der log. cotangenten. 

Men vrage bijv. naar den log cosinus van 40^ 12' 12", 8. 
Volgens de tafel is log cos 40« 12' 10" O =9,8829596—10. ' 
Verschil voor 10 zz= 178 , 

dus voor 2",8 volgens het tafeHje: 50 « 

log cos 40» 12' 12", 8 = 9,8829546—10 ^' 

Moet men omgekeerd den hoek bepalen behoorende tot een ge- 
geven log sinus of cosinus , dan zoeke men in de tafel , den hoek 
wiens log sinus of cosinus het naaste bij komt aan den gegeye- 
nen, en berekene het verschil tusschen de beide logarithmen, 
dan zal men, door eene omgekeerde berekening, den gezochten 
hoek nauwkeurig bepalen. Het zal genoeg zijn hiervan slechts 
een enkel voorbeeld tot nadere toelichting te geven. 


/y 
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Zg gegeven Zo^ sm o? = 9,5783547 

Men vindt terstond log sin 22» 15' 20" = 9,5783393 

verschil = 154 

Nu bedraagt het logarithmen-verschil voor 10", 514 , gevende voor 
154 volgens het tafeltje ongeveer 3", zoodat de gezochte hoek 

a; = 22•15'23^ 
Zie hier thans eenige voorbeelden ter oefening in het opzoeken 
van logarithmen der goniometrische grootheden. 

log sin 75 » 27' 34", 27 = 9,9858621 

log cos 61 '» 51' O", 15 = 9,6737403 

log tg 27» 21' ir, 34 = 9,7137541 

logcot 330 22*51", 85 = 0,1811775 

log sin 0« 19' 25", 3 = 5,7520063 

log tg 10 24' 39", 12 = 8,3914512 

log cot 470 16' 24", 8 = 9,9654972. 

Zijn de hoeken grooter dan 90 », als wanneer eenige der goniom. 

grootheden negatief worden , dan zal men , daar de logarithmen 

van negatieve getallen onbestaanbaar zijn , slechts een negatief 

teeken achter de gevonden logarithmen behoeven te plaatsen, ter 

aanduiding dat de goniometrische grootheid met zoodanig teeken 

aangedaan in rekening moet gebracht worden. W^ zullen hiervan 

later genoegzame voorbeelden aantreffen. De lezer oefene zich 

thans insgelijks in het bepalen der hoeken behoorende tot de 

navolgende logarithmen van goniometrische grootheden 

9,1408419 = Zö^ sm 
0,4191647 = log tg 
8,6170493 = ^0^ cos 
7,4935617 = ^co^ 
0,8426010 = log tg. 

§ 5. *) 

Over de oplossing van goniometrische vergelijkingen. 

28. Bij de toepassing der Algebra op meetkundige vraagstuk- 
ken , waarin hoeken als onbekenden worden aangenomen , gebeurt 

*) Deze en de volgende paragraaf zijn niet noodzakelgk voor het goed 
begrip der driehoeksmeting , zoodat men zonder bezwaar onmiddellgk \ 
tot het tweede hoofdstuk kan overgaan. Voor voortgezette stadie der 
goniometrie en hare toepassing in de hoogere wiskunde moet echter de 
beoefening dezer paragrafen aanbevolen worden. 
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het dikwerf, dat men tot eindvergelijkingeii geraakt, die met 
behulp der betrekkingen , tusschen de yerschillende goniometri- 
Bche lijnen bestaande , op eene eenvoudige en sierlijke wijze kun- 
nen opgelost worden. Eenige voorbeelden zullen voldoende zijn 
om zich met de oplossing dezer soort van vergelijkingen gemeen- 
zaam te maken. 

l*. Zij gegeven de vergelijking 

a sin^ q>^b cos* fp=^Cy 

waarin q> den onbekenden hoek , en a , 6 , c , bekende getallen 
voorstellen. 

Stelt men in die vergelijking voor cos* <p , de waarde 1 — sin*<pj 
dan gaat zij over in 

(a — b) sin* q>=zc — 6 , 

of sing>:=z±ly^ r, 

a — o 

en cosq>:=±iy 5- 

a — o 

Men ziet , dat tot de mogeiykheid dezer oplossing vereischt wordt , 
dat de getallenwaarde van c tusschen die van aenb begrepen zg. 

Beide formulen zullen voor den hoek q> een oneindig aantal 
waarden opleveren (n^. 11), waaronder men echter alleen de zoo- 
danige kiest , die met den aard van het vraagstuk overeenstemt. 

Bepaalt men zich bij den kleinsten positieven hoek gp, dan 
kan men schrijven *) 

en (p = Bg cos (^ ^^^. J. 

2®. Zij gegeven 

a sin q) -^ b cos g) =z c. 

Zoo men in deze vergelijking sin q> of cos g> afzondert , en ver- 


*) In de vergelijking sin g) = a , beteekent de onbekende ^, den boog 
wiens sinus gelgk aan a is; welke betrekking men gewoon is, aldus 
te schrijven qp = Bg sin (p, * 

Op gelijke wgze volgt uit de vergelijkingen 
cos q)-= fi, tg qi = 'jf^ 

g) = Bgco8^^ g> = Bg tang Y enz. 

Zoodanige uitdrukkingen hebben den naam verkregen van cyclometri- 
sche grootheden. 
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volgens voor cos q) of sinq>j zijne waarde vr^(l — sin* q>) of 
iy{\ — cos* gi) schrijft , dan is het duidelijk , dat hiemit eene 
tweede machtsvergelijking zal ontstaan. De goniometrie geeft 
echter een eenvoudig middel aan de hand, om de oplossing van 
zoodanige vergelijkingen, en de daaruit voortvloeiende wortel- 
trekkingen, geheel te vermijden. Men deele namel^k de gege- 

vene vergelijking door a , en stelle vervolgens de breuk -,- gelijk 

aan den tangens van eenigen hulphoek a , hetgeen ingevolge de 
4e opmerking van jï^.\2 altijd mag geschieden , en die , daar i^ en a 
bekende getallen zijn, door middel der logarithmen, gemakkel^k 
in de log sinus-tafels op te zoeken is. Men heeft alzoo 

tgmziz -^- , . en sin q> -^ tg a cos w z=z ~ , 
^ a a 

of sin ip cos 01 + sin a cos g> =::^ cos a j 

dat is sin (op -j- a) = — cos a , 

a 

(c ^ 

— cos « I , 

waardoor de onbekende q> berekend kan worden. De tweede waarde 
van q> vindt men door op te merken , dat ook 

(p + a= {80^ — Bg sin (1. cos a\ ^ 

omdat hieruit voor sin (9) •+*<') dezelfde waarde voortvloeit. 
Men heeft dus voor de beide waarden van den onbekenden hoek : 

gp= — a+Bgsinl — cos aj 
en 9) = 180* — a — Bg sin( — cos a j. 

Had men de gegevene vergelijking door b gedeeld , en-^- = ^^ a 

gesteld, dan zou men op gelijke wijze voor de beide waarden 
van q> gevonden hebben , 

q> z= a -^jr Bg cos ( -^ COS o\. 

Uit de eerste oplossing volgt als voorwaarde van bestaanbaarheid 
dat ccosa <. a of c < o sec « zij. Nu is a ^ « = 6. Derhalve moet 
c <i^{a* -\'b*) zijn; welke voorwaarde op gelijke wijze uit de 
tweede oplossing af te leiden is. 
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3^. De vergelijking zij : 

atgq>-\'b€Ot<pz=:c. 

Men ziet terstond dat zg , door voor cot <p te schrjjyen 


i 


^ <p' 


tot 


eene tweede machtsvergelijldng opklimt, die echter aldus kan 
vermeden worden. Volgens (37) en (38) § 3 , gaat zij namelijk 
over in 

\ sin2q> / V sin2q> / 


sin2<p 
of, na herleiding in 


stn 


2(^-f.(lZlï)co5 29>=^ 


c / c 

welke vergelijking op gelijke wijze als die van het 2e voorbeeld 
kan worden behsmdeld. Men stelle alzoo 

b 


a 


a — h ^ ' 


dan vindt men cos{'^q> — a)z=:— It—^ma, 

dus 2^) = « ± ^^ C(?g( sin a\ , 

waardoor de beide waarden van q> te berekenen zgn. Tot hare 

bestaanbaarheid wordt gevorderd , dat 

/» 

(a + h) sin o < c of — : — > a + ft zii, 

stna ^ 

Maar uit cota^: , volgt - . ,. - = c* + (a — 6)* , 

dus c» -f- (fl^ — ft)* > (^4- &)* , of c* > 4 aft. 

4^. De vergelijking zij 

cos q>cos{q> — a) = m. 

Hen verandere haar , met behulp der form. (56) § 3, in de volgende 

cos (29) — a) -I- C05 a = 2m 
dus cos{jtq>-^a) = ^m — cosa; 

en aangezien elke cosinus zoo wel tot een positieven als tot een 
negatieven hoek van gelijke grootte behoort , zoo heeft men 

2q>=:a-±:^9 cosX^'^ — cos a), 
die twee verschillende waarden van q> zal doen kennen. 

Tot de bestaanbaarheid der waarden van den hoek 9 wordt 
blikbaar gevorderd , dat 2m — cos a '^ 1, of 1 4- cos a > 2m, of 
cos ^ tt > u* m zij. 


C'/ 
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5*. Zij gegeven de vergelijking 

8ing>sin(g> — a)zz:ac08* q> , 

die, op de gewone wijze behandeld , insgelijks tot eene vierkants- 
vergelijking leidt. Men verandere haar op grond der form. (55) 
en (33) § 3 , in 

casa — €08 (2gp — a)=:2a cos^ g) = a{l 4- cos 2<f>) , 

of na ontwikkeling , in deze 

(a + cos a) cos2 q> + sin a sin 2q>z=zcos a — a. 

zzitgfi, dan komt er 


C05a + a 

Men stelle nog asecaziztgp of a = tgpcos a j 

dan geefit de laatste vergelijking , lettende op form (46) § 3 , 

cos {2<p — p) = ( I "~ ^^ ) ^05 fi = tg (45« —p) cos /?. 

Derhalve 2q> zn fi ±^ Bg cos {tg (ib^ — p) cos ^). 

welke uitdrukking, zoolang a < 90^, voor den hoek q> altijd twee 
bestaanbare waarden zal opleveren. 

6**. Zy gegeven de vergelijking 

sin (tt 4- y) , gQg y • j 

sin q> sin (« — y) ' 

of sin (a + q>) sin (a — y) + sin q>cos (p:=: sin <p sin (« — y) , 

dat is , ingevolge (55) § 3 : 

cos 2(p — cos 2ot -4- sin 2g> =z cos {a — 2y) — COs a 
z=z cos acos2<p + sin asiniq> — cos aj 

waaruit verder volgt, 

(1 — sin a) sin 2y + (1 — co5 a) cos 2y = cos 2a — cos « 

:zz 2 COS^ a — COSa — 1 z= (2 COS a 4- 1) (cOS a — 1). 

Zl — sin a . a 
n nu ; z= tg p , 

^ 1 — cos a ^ '^ ' 

dan komt er , na de vergelgking door 1 — cosa gedeeld te hebben , 

cos (2y — i^) = — (1 + 2 cos a) cos p , 
i^s 2y = I? ± { 180« — Bg cos (1+2 cos a) cosfi}. 
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7**. Uit de vergelijking 


Bgco8L^^Bgcosl±^=^p, 

vraagt men x op te lossen. 
Men kan stellen 

Bgcos-^^^y-^p, Bgcos ^h±=y -^p , 

waarin y eene nieuwe onbekende is. De laatste yergolijkingen 
geyen : 

\—x 


=: COS (y+p)^ cos ycosp — sin y sinp , 


2 

't^ -- = cos (y — i>) = cos y cosp-\' sin y sinp ^ 

en hieruit door optelling en aftrekking : 

1 z=i2cosycospj 
a? = 2 sin y sinp , 

1 X 

of cos y =-- , sin y == 


"Icosp^ 2sinp^ 

neemt men de som der vierkanten van deze vergelijkingen , dan 
volgt, 

1 aj* 

1 = .-Ar- 4- 


écos^p 4i sin^p 

of x^ :=zésin^ p(l — ; r~) 

-^ V 4 cos^p/ 

sin^ p fM , -V 

= — ^ (4 cos* » — 1) 

cos* I? ^ ^ 

== — -^(3 — 4 sm* «) 
cos^ p 

= i??L^ (3 sin » — 4 sm» i)) 
cos*^ 

Derhalve, ingevolge form. (85) § 3, 

{/"{sin p sin Sp) 

cosp 

Onder de goniometrische vergelijkingen treft men er dikwerf 
eenige aan, die, hoewel schijnbaar eenvoudig, nogtans tot eene 
vierde of hoogere machtsvergelijking leiden , wier oplossing alleen 
door eene der bekende benaderings-leerwijzen kan geschieden» 
Tot een voorbeeld hiervan strekke de vergelijking 

a sin q> + b tg (p ziz c y 


die aldus zal dienen behandeld te worden. Men heefk terstond 

7 . h sin q> 
I o tg 9=1 —7- 21- — . =z c — asm 9, 

dus 6* sin^ 9> == (1 — sin^ g>) [c^ — 2acsin<p-{- a* sin^ q> ] , 
waaruit, na ontwikkeling en herleiding , volgt 

c b 

welke vierde machtsvergelijking , door — :=m en — =n te. stel- 

(t CL 

len, overgaat in 

Op gelijke wijze zal men uit de vergelijking 

a sin q> + h cos q> :::^ a cos^ g> , 
door voor sin q> te sohrijven |/(1 — cos* <p) , afleiden 

a' cos^ <p — ^dbcos* g> -)- (flt* +&*)cos* g) — a» =0, 

/ of, wanneer wij— > :=m stellen, 

cos* gp — 2w C05' gj + (w* + 1) co«* g) — 1=0. 
Men kan zich thans hierin verder oefenen door de oplossing der 
navolgende goniometrische vergiBlijkingen. 

I. a sin (g> + a) ^h sin ((p -{- fi) zz: c 

n. a sin (9) -I- a) + & cos (9) -f- /?) H- c sin y = O 

in. cos (g> + o) cos (g) + /?)=- a 

rV. asing) + b sin ^q>:=.e 

V. a sin q> + hcos^q>=ic 

VI. acosq> + btg qi = c 

Vn. sinq> — cos q> = ^ cos^ <p sin q>. 

§ 6. 

Over het gebruik der sinustafels bij de herleiding en oplossing van 
vergelijkingen van den eersten , tweeden en derden graad. 

29. In de cijferkunde wordt geleerd hoe samengestelde getallen- 
nitdrukkingen voor de berekening mét logarithmen geschikt of, 
zoo als men het wel noemt, logarithmisch gemaakt worden. Door 
toepassing van de goniometrische tafels kan men dat logarithmisch 
maken zeer bevorderen en daarom zijn deze tafels onmisbaar voor 
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elk , die groot e getallenberekeningen te yerrichten heeft. Enkele 
en daaronder eenige voorname toepassingen laten wij als voorbeeld 
volgen. 
Zij in de eerste plaats gevraagd de nitdrokking 

' ir = A-f-B 

logarithmisch te maken , dat wil hier zeggen , zoodanig om te 
zetten , dat men om de waarde van x te berekenen , niet van de 
getallenwaarde der grootheden A en B , die beide positief onder- 
steld worden, doch alleen van hare logarithmen gebmik behoeft 
te maken. Daartoe brengen wij haar in den vorm 

en nemen nn een hulphoek a aan, die bepaald wordt door 

tang*a=z—, 

hetgeen altgd kan geschieden, omdat de tangens dns ook zgn 
vierkant alle mogelijke positieve waarden kan aannemen. Hier- 
door wordt 

x=zA(l + tang^ a)=z — - — , 

•^ cos* a 

en hiermede is het doel bereikt, want de waarde van x wordt nn 
gevonden door het Volgende schema 

logtangaz={{logB^logA.)) ,^. 

logxzzilog k. — 2 log cos a^ S 

hierin toch komen A en B alleen door hare logarithmen voor. 
Is eene der beide grootheden negatief, dns 

a;z=A — B, 

dan kan men aannemen, dat A > B, want mocht A < B , dan 
kan men schreven 

a? = — (B — A) 

en het zon*, door x negatief te nemen en A met B te verwisse- 
len, op hetzelfde neer komen. 
Schrijft men nu 

en stelt 

B . , 


X 
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hetgeen kan geschieden , omdat — eene gewone breuk is , dan wordt 

Jx. 

Xz=zA(l — sin^ a) =1: A cos^ a. 
Derhalve heeft men nu het volgende schema 

log sin az=z l {logB — log A)) 

togx=ilog A"{-^logcosa ) ^ ' 

Het zal later zoowel bij de rechtlijnige als bolvormige driehoeks- 
meting blijken, van welk groot nut en uitgestrekte toepassing 
deze herleiding is. 
. Zij in de tweede plaats te herleiden de uitdrukking 

/a — b\ 
x=zm ( =-), 

dan schrijft men haar in den vorm 



x=:m 


en stelt de breuk 

b 

— = tang a* 

Hierdoor wordt , lettende op form. (46) § 3 , 

yi-i- tanga/ ^^ ^' 

zoodat X bekend is, zoodra men den hoek a uit de sinus taf elge 
vonden heeft. 

Is a>b j dan wordt tang « < 1 , derhalve « < 45® , zoodat a 
positief wordt; voor a < & is a > 45<*, dus x negatief, hetgeen 
met de oorspronkelijke uitdrukking overeenkomt. 

Is x=: |^(a* — &») of ar = i/(a^ + 6*) 

dan stelt men in het eerste geval 

6 = a sin a of sin o = — , 

a 

en in het tweede , bznatg a of tg a = — . 

a 

Hierdoor vindt men achtervolgens 

xzzzacos a en x zna sec a , 
zonder dat hierbij eenige worteltrekking gevorderd wordt. 
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Heeft men de vergel^king 

dan stelle men b=iatg a of tgnzzi -^ ^ 

a 

waardoor zg overgaat in (form. (43) § 3) 

l — tg^a 'a 

l4-^*« 


Vw + w/ 


zoo stelle men n = m cos « of cos a = — , 

m 

dan wordt x = i/fJ-H^^i?) =tgla, volgens form. (36). 

M-f-cosa/ 

Heeft men de vergelijking 

. ./a sin a — r hcos a\ 

^ = ^^1 — : ^V /) 

\a stna-\-o cos w 

dan vindt men eveneens , door — cotaz=z cos 8 te stellen , 

a 

30. De vergelijking 

|/(a + bx) + y/(a — bx):=ic 

kan aldus opgelost worden. Men stelle 

, . i» asinq> 

bx=iasing> of o? =: — =— ^. 

o 

Hierdoor verandert zij in 

^/a(l -h sm 9)) + k^a(l — sin gp) =: c , 

of, volgens form. (68) § 3, 

^l/'a.cosl^^zc dus cos 4 y =: --|/2. 

2a 

De hoek q> op deze wijze bekend zijnde , zoo vindt men vervol- 
gens X door de vergel^king 

a . 
x:zz r^ stn g> , 

waarin tp zoo wel positief als negatief kan genomen worden. 
Zij gegeven de vergel^king 

|/(g •+■ bx) — |/(a — bx) 

|/(a + bx) 4- y(a — bx) 
Dezelfde substitutie als voren geeft onmiddellgk 

a 


tg \ip=:c en xzsz -^sin tp 
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Laat gegeven zijn de vergelgking 

x\^{a — bx^) z=. c. 

Men stelle a: = )^-_ - . »tn y , 

o 

dan wordt zij 

— :.- sin Q> cos g> = c , dus sin 2o = — !— , 
1^0 a 

waaruit voor tp twee yerschillende waarden ontstaan, waarvan de 
eene het complement der andere is. 

De twe^ van elkander in grootte verschillende wortels der op- 
gegeven vergelijking zijn alzoo 

a? = K -. . 5m y , en x = k _. . co^ y. 
o o 

Heeft men de vergelijkingen 

(i , et , 

ax \ :=.o j ax — ^=6. 

X a? ' 

op te lossen, dan zalmen, x=:tgg) stellende , ingevolge de form. 
(4i) en (42) § 3, de eerste doen overgaan in 

en de tweede, door xzizcotq) te stellen, in 

waardoor in elke der gegeven vergelgkingen , de beide waarden 
van X bekend worden , vermits men , in het eerste geval , ^q> ook 
door 180® — 2«), en dus tg q> door cotg) vervangen mag, terwijl 
men, in het tweede geval, voor S^ ook iSO^-i-Ütp kunnende 
schrgven , hierdoor x=z cot (90 '^ -f- y) = — tgtp bekomt. 

3i . Alle vergelijkingen van den tweeden graad zijn voor eene 
goniometrische oplossing vatbaar. 

Beschouwen wij namelijk de algemeene vergelijking 

-4a:» -f- -Ba? +(7= O, 

waarin de derde term C positief ondersteld wordt. 
Men stelle in de eerste plaats 

C 


^ = y^'J' 


Hierdoor verandert z^ in 


Cy^ + Bp^^.if+C=0 
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of y na door Cy gedeeld te hebben , 

Zij nu wederom y=ztgg>j dan komt er, volgens (41) § 3, 

«tn 2 y =: g . , 

terwijl de beide wortels zijn 

C C 

IJ 
welke beide negatief zullen zijn , indien B positief is. 

Tot de bestaanbaarheid van den hoek 9 wordt blijkbaar gevor- 
derd^ dat -^_— —< i of-B*>4-4(7, hetgeen met de gewone 

wijze van oplossen der gegevene tweede machtsvergeiyking over- 
eenstemt. 

Yoor het geval waarin de term C negatief is , komt men door 
dezelfde substitutie tot 


en yz=2tg (p stellende , vindt men , volgens (42) § 3 , 

. o 2iy AC 

De beide wortels zijn alsdan 

C C 

Zie hier nog eene derde oplossings-wijze , welke zoo wel voor 
positieve als negatieve waarden van C geldig is. 

In de onderstelling dat de wortels bestaanbaar zijn , kan men 
hunne getallenwaarden altijd door tg <p en tg q)' uitdrukken. Men 
heeft derhalve, volgens eene hoofdeigenschap der vierkantsver- 
geïgkingen , 

waaruit terstond volgt 

verder heeft men op grond der betrekking 

cos {q> — q>') l-htg (ptg g>' 


sin (<p + tp') tgq^-^-tg qp 


/ j 
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cos 


(y -- y') = — (—^-) *^^ i9>, + 9')' 


Hierdoor worden (9-^-9') en (9 — y') , en dus ook 9 en y' be- 
kend , waaruit yervolgens tg qi en tg g>' kunnen worden berekend. 
In het geval van onbestaanbaarheid der wortels kan men aldus 

S C 

te werk gaan. Zg— =aj --^-=6, dan wordt de vergelgMng 

iP* + a« -h 6 = 0. 
Men stelle voor de beide wortels 

a^^y ^\ en a — /?^^ — 1 , 
dan heeft men 2a =za en a* -f- 1?* =1 b, 
Zg az=. l/h . m 9 en /? =: |/6 . co« 9» , 

dan is 2^/6 . «in 9) = a , dus «m 9> =r - — ~ , 

waardoor de hoek 9 bekend is. Voor de wortels heeft men ver- 
volgens 

\/h \ninip-\-i/ — 1 ,cosqi\ en }/b \sinq> — \/ — 1 . co« 9 > , 

waarin voor a en 6 hunne voorgaande waarden kunnen gesubsti- 
tueerd worden. 

Zie hier nog een voorbeeld van twee vergelgkingen met twee 
onbekenden. 

Gegeven zijnde a?|^(a — hy * ) -f- y k i <* — *^ * ) = c 

x\r\a — 6y*) — y }^{a — bx*) = c', 

zoo stelle men rr = ^^ -^ . m 9 en y z= K-— . sin 9'. 

Hierdoor gaat de eerste vergelijking over in 

jp- < siu q> cos tp* + sin qf cos q)>z=z c 

of sin (9 + g>') = — ^b. 
Op dezelfde vrijze besluit men uit de tweede vergelijking , 

dus 9-f-9)'=2:5^ww(— ^^6j 

en 9 — 9* = ^^ sin( — yb\ , 

waardoor de hoeken 9 , 9', en dus ook de waarden van rr en y 
gemakkelgk te berekenen zijn. 
Men zal opmerken dat elke dezer beide onbekenden slechts 
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ééne waarde kan hebben. Immers, nemende roor ipJ^^^' en 
q> — q>' hnnne supplementen , dan zal gp insgelijks in zijn supple- 
ment OTergaan , doch q>' zgne waarde behouden , waardoor sin q> 
en sin q>\ en dus ook x qh y onveranderd blijven. 

32. Tot eene der fraaiste toepassingen, welke men in lateren 
tgd van de goniometrische vormen gemaakt heeft, behoort onge- 
twgfeld haar gebruik bg de oplossing van derdemachts-vergelij- 
Mngen, waarin de tweede term ontbreekt, inzonderheid in het 
geval, waarin alle drie wortels bestaanbaar zgn, en dat, bij 
toepassing van den regel van Cabdaitus, zoo als bekend is, tot 
het zoogenaamde onherleidbare geval aanleiding geeft. Wij gaan 
thans tot de verklaring dezer handelwgze over. 

Zy de vergeiyking 

«^ — aa? + ft = 0, 
waarim'de coëfficiënt a positief, of de tweede term negatief, en 
daarenboven 

(t^)* < (t<*)* of 27 ft» < 4a» 
ondersteld wordt, aan welke voorwaarden de getallen a en ft 
moeten voldoen, zal de vergelgking' drie bestaanbare wortels 
kunnen opleveren. 

Men stelle nu x=zmy^ dan heeft men 

Maar uit form. (85) § 3 , volgt 

«m» (p — I «in 9 + -^ «in 3 9> = 0. 

De termen der laatste vergelijking met die der vorige (a) ver- 
gelgkende, zoo blijkt hieruit, dat^ indien men den coëfficiënt m 
zoodanig bepaalt , dat 

± = L of m=i/^ = 2J^-?L, 
m» 4 3 3 ' 

en vervolgens — ~ = «in3g) 

stelt , alsdan y rr «in 9 , en dus x = 2^-^ . sin g> wordt ; zijnde 

o 

welke uitdrukking altijd eene bestaanbare waarde voor den hoek 9 
zal opleveren , aangezien uit de aangenomen onderstelling 

4 ^ 2T' 
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noodzakelgk volgt , 

Y<T^J of Zb<2ay{a, 

en dus «m 3 g» < 1* 

Om nu daaruit teyens de beide oyerige bestaanbare wortels x\ 
x" af te leiden , merke men op , dat in de vergelijking 

. — = sin 3g) of 3® = Bq sinl - - ) 

voor den hoek 3<p , insgelijks kan geschreven worden n — 3^) en 
— (»ï-|-3g&), zoodat men behalve den hoek q> nog twee andere 
hoeken 60® — ^ en — (60^^ -h g>) bekomt , waardoor 

a?' = 2 1^ I a . 5in(60o —g>) en ar" z= — 2 K^a . sin (ÖO® + 9). 

Had men voor den hoek S<p geschreven 27r-|-3g) en 47r-|-3qo, 
waardoor de beide hoeken <p zouden overgaan in 120® -f- 9» en 
240® -t- 9 , dan zoude men , aangezien 

sin (120® + go) = sin (60® — go) 
*m (240® + <p) = — sm (60® — q>) 

voor rr' en x'' blijkbaar dezelfde uitkomsten als voren verkregen 
hebben. 

Wellicht zou men kunnen denken , dat er voor 3gD andere hoe- 
ken te nemen zijn , waaruit voor sin q> , en dus voor x , nieuwe 
waarden , van de voorgaande verschillende , zouden af te leiden 
zijn. Doch het is gemakkelijk zich van het tegendeel te overtuigen* 
Immers, schrijvende voor 3 go de opklimmende reeksen van hoeken 

n — 3g() , 3n — 3g5 , ötï - • 3gD , 7n — 3gD enz. (2n -j- 1) ?r — 3g9 , 
2«-|-3gE>, 47r4-3gD, 6^1 — SgD, ftw-f-Sg? enz. 2»« + 3g(), 

die alle voor sin Bg> dezelfde waarde opleveren , dan ziet men ter- 
stond in , dat zoodra n = 3 of eenig veelvoud van 3 wordt , q> met 
2n toeneemt, en dus sing> zijne waarde behoudt. £r blijven dus 
van elke reeks slechts de drie eerste termen ter beschouwing over. 

Nu is sin (. ^~ ^) =^ sin {n — gp) = sin q> , 

nn (^^^4^) = sin («+ f + v)=-«n(-f +») , 
sin /-JLltL-£\ :;=: sin (2n + <p) = sing>^ 
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waaruit blgkt , dat men steeds dezelfde waarden voor x terog 
bekomt. 
De oplossing der cubische vergelijking 

x' — aa?-i-6:=0 

geschiedt das , in het onherleidbaar geval, door middel van het 
volgende stelsel formnlen 

x=z msimp j 
x'= m si» (600 — 9), 
a?" = — m sin (60'^ + q>) ; 

die met behulp der logarithmen gemakkel^k te berekenen zgn *) 
33. Men had de oplossing der gegevene vergelijking insgelijks 
kannen afleiden nit de vergelijking 

voortvloeiende nit (86) § 3 , en zonde alsdan het navolgende stel- 
sel formnlen verkregen hebben* 

x' zzimcos q> y 

x' = m cos (120« — y) = — sin (30« — 9) , 

x''z=m cos (1200 + 9) =: — «n (30« + 9). 

Om de voorgaande wijze van oplossen door een voorbeeld nader 
toe te lichten, zoo laat gevraagd worden de wortels te berekenen 
der vergelijking 

a?» — 21a? + 37=:0 

waarin a = 21, 6 = 37, en das (P)» <(|a)». 


*) Dat de drie geyonden waarden van x werkelgk aan de gegeven 
vergel^king yoldoen, wordt hierdoor beyestigd, dat men met behulp 
der form. (67) en (55) § 3 , zal bevinden 

x+x* + x'^ = 
XX' + xx'^ -\- x'x'* = — a en xx'x'* == -^ &♦ 
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Zie hier den loop der berekening volgens de eerste oplossing 

'J.a=7, 46 = 148. 
log 7 = 0,8450980 % m = 0,7235790 


1- 


0,4225490 log sin g> = 9,6870266 

% 2 = 0,3010300 logx = 0,4106056 

logm = 0,7235790 x = 2,573982 

logm^— 2,1707370 logfnz= 0,7235790 

log 148 = 2,1702617 log sin (60« — q>) = 9,7104909 

lag sin Sip = «,9995247 log x' = 0,4340699 

39 = 87n9'12'' a:' = 2,716877 

g> = 200 6' 24' — 

60<> — y = 30» 53'36'' % w = 0,72357% 

> 600-f-9 = 89o 6*24" Zos)rWn(60« -f- 9)) = 9,9999472 

• 

logx'' = 0,9235262 
a?' = — 5,290859 

34. Het is echter niet alleen in het geval van drie bestaaa- 
bare wortels , maar ook in dat , waarin de vergelijking slechts een 
beBtaanbaren wortel bezit , dat men zich van eene goniometrische 
oplossing met voordeel kan bedienen. Zie hier den weg, dien 
men daartoe kan inslaan , zonder hierbij , zoo als gewoonlgk ge- 
schiedt , de formule van Cabdaitvs tot grondslag te nemen. 

Men onderstelle vooreerst in de vergelgkhig 

af* — oo? -1-5 = 

4 b 
a positief en — ^^ > 1 , of (f 6)' > (^a)». Zij wederom 

_ a 
xzizmyj en ^ = 21*^-5-. 


Laat nu in de hieruit a%6leide vergel^'king 

h 


y'-iy+li=^. 


----- =:sin(p, dus — i = I cosec q> 

en eindelijk y = ~" 4 (i' H ) 

gesteld worden , dan is blijkbaar 
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en dus |>»4-^ = ^ = 2ca»flC9) = «jt .|.+ «rf^ ; 

aan welke vergelgking mitsdien zal kannen voldaan worden, door 

ie stellen, gevende alzoo * 

De beide overige wortels der vergelijking worden aldus verkregen. 

» 

Daar namelijk nit jp' ^z4g^ tevens volgt 

p = r^tg-^, en j> = r' i?^ (^ -|- , 

zgnde hierin r=^l±^^I± en *-" = "^"^^-^ , of r' = i , 
ZOO bekomt men voor de beide onbestaanbare wortels 

aj' = — - JriJ^V' + r'co^ V/| 

en 3?"=. — ~ Jr'^Vi4-rco^ V'l 

welke beide uitdrukkingen gemakkel^k tot den navolgenden vorm 
kunnen herleid worden: 

a?' = — -^ \coBtc 2 V' 4- 1/'— 3 . co^ 2 ^| 

a?' = — ^ Jco5ec2t/i--|/'— 3.ca<2«^|- 

Beschouwen wij eindel^'k de vergelijking ' 

re» + aa; + 6 = O , 
waarin a positief zij, en die dus altijd twee onbestaanbare wor- 
tels moet opleveren. 

Stel ende wederom a?=:my, m = 2|/^ — , dan heeft men 




Zij thans y=^2> — i|, 

en dus ^^•^\y = \(^^^^^ = ^'. 


waaraan voldaan wordt door 

46 
W» 4 6 


4 6 97i' 
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•n 


— #^ V 


9> — . 


p*:=ztg:L of p = }^ tg^zzitg^ 


te stellen. Hierdoor yindt men yoor den bestaanbaren wortel 

en yoor de beide onbestaanbare wortels 
^ ^=^ [rtgip — r' cotip^ , aj''=^ [r'tgiif -^rcot^^j 

welke beide laatste ook aldus kannen yoorgesteld worden; 

x' =-— {cot 2 y -+ l^ — 3 . cosee 2 ip] 

x" = Y {^^^ 2 lp — 1/—Z . cosec 2ip]' 

35. Een enkel yoorbeeld zal genoegzaam zijn, om insgeiyks 
de formnlen yoor een der beide geyallen yan onbestaanbaarheid 
yan twee wortels nader toe te lichten. 
Daartoe zij gegeyen de yergelijking : 

a;» -♦- 24aj — 68 = O , 
waarin a = 24 en 5 = — 68, dus ^a = 8 en 46 = — 27*2. 
Deze yergelijking tot het laatste der drie yoorgaande geyallen be- 
hoorende , zoo heeft men hierbij de nayolgende bewerking : 
log 8 = 0,9030900 logm = 0,7525750 

log cot2iif = 9,61213-22 


0,4515450 
log 2 = 0,3010300 

logm=z 0,7525750 

logm^ = 2,2577250 
log 272 = 2,4345689 

fo^ ^ g) = 2,8231561 
9) = — 33»38'39'',3 

^ = — 16» 49' 19',65 
log tg ^= 9,4804944 

2 S-: 


fo^ir = 0,3647072 
jr = 2,315833 


m 


'iLcoi 21^ = — 1,157916 


logm = 0,7525750 
log sin tp = 9,9663536 

log m cosec 2 1// = 0,7862214 
m cosec 2 1// = 6,112534 
I m cosec 2\p = 3,056267 


log tg lp = 9 fi2eSSlb 

V; = — 33»52' 5V6 

2^^ = — 67 M4'l 1^,52 

zoodat de beide onbestaanbare wortels zullen zijn 

a?' = — 1,157916 — 3,056267 |/'— 3 
en «• = — 1,157916 + 3,056267 K— 3. 








«^ . ^. / -X"-^^^^ >^*-<$ -^x^ - 


^ 




7^^^ 


^-ILc^^"^^ 






-S^f^-e*»^ x->. 



-^Ut^ 


o 


r.^^^ ^i>c-#^^<-^ c^»^f^ -^^ 




lypu^upu.-i^t^ Uj»^ -CcM ar^>Uv>->^*-^ 






TWEEDE HOOFDSTUK. 
BeohtUjnige of Vlakke Driehoeksmeting. 


§ 7. 
Ot>er de oplossing der rechthoekige driehoeken. 

36. Yolgens het besprokene in § 1 zullen wij de goniometri- 
sche groothiBden niet als lijnen , maar als verhoudingen beschou- 
wen , door invoering van den straal , die in de goniometrie om de 
aangevoerde gronden gelijk aan de eenheid gesteld mocht worden. 

Zy ABC (fig. 6) een driehoek, die rechthoekig is in C en waar- 
van wij de hoeken door de groote letters bij de hoekpuntep ge- 
plaatst en de zijden door de kleine letters , die overeenkomen 
met de groote letters der overstaande hoekpunten, zullen aan- 
wezen, zoodat AB = c, AC = &, BC=:a, even als in de meet- 
kunde. Beschouwen wij nu AB als den straal eens cirkels, die 
uit A als middelpunt wordt beschreven , dan is overeenkomstig 
de oorspronkelijke bepaling der goniometrische grootheden: 

. . BC a ,,. 

5mA —_---=— (1) 

AB c ' 

co.A= — = ---, (2) 

Evenzoo verkrijgen wij , door B als het middelpunt , AB als den 
straal eens cirkels aan te merken, 

5mB = ^=A (3) 

Ad C 

AB c 
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De formnlen (3) en (4) knnnen onmiddellijk nit (1) en (2) wor- 
den afgeleid door op te merken, dat B het complement is yanA. 
Omgekeerd ligt in het gelijktijdig bestaan der yergelijkingen (1) 
en (4) of (2) en (3) opgesloten , dat de driehoek rechthoekig is in C 

Door de vergelijkingen (1) en (2) en ook (3) en (4) op elkander 
te deelen, volgt 

tang A=:cotBsz^ j 

o 

cotA = tang B =r ^ , 

a 

welke formnlen overeenkomen met de oorspronkel^ke bepaling der 
tangenten. Wanneer men namelijk A als middelpunt, AC als 
straal eens cirkels beschouwt, is 

^ AC 5 ' 

en door B als middelpunt, BC als straal te nemen, 

De formnlen (1) — (4) verbonden met het theorema van Pr- 

THAOOBAS, 

z^n voldoende voor de oplossing der rechthoekige driehoeken ; 
zg zijn gemakkelijk in het geheugen te prenten, wanneer men 
ze op volgende wijze in woorden brengt. 

De sinus van eiken scherpen hoek is gelijk aan de verhouding 
tusschen de overstaande rechthoekszijde en de hypotenusa. 

De cosintts van eiken scherpen hoek ts gdijk aan de verhouding 
tusschen de aangelegen rechthoekszijde en de hypotenusa. 

De tangens van eiken scherpen hoek is gelijk aan de verhouding 
tusschen de overstaande en de aangelegen rechthoekszijde. 

De som der vierkanten van de beide rechthoekszijden is gelifk 
aan het vierkant der hypotentésa. 

37. Zooals in de meetkunde geleerd is , heeft men voor de 
bepaling van een rechthoekigen driehoek, behalve den rechten 
hoek , nog twee elementen noodig en even als daar het doel is , 
in elk geval den driehoek te construeeren , moet nu in elk geval 
uit de getallenwaarde der gegevene elementen, die van de onbe- 
kende a%eleid worden. De verschillende gevallen van oplossing , 
die zich hierbg kunnen voordoen, zijn: 


^^ /ié^ccjt..^ ^/^/-^ X^ /c^ ;a.2;::^^ ^ /:r^a ; ^6.^ 
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1. Gegeven de hypoteuusa en eene rechthoekszijde , ie bere- 
kenen de andere z^de en de beide scherpe hoeken. 

2.. Gegeven de hypotenusa en een scherpen hoek , te bereke- 
nen den anderen hoek en de beide rechthoekszijden. 

3. Gegeven eene rechthoeksz^de en een scherpen hoek , te 
berekenen de hypotenusa, de andere rechthoekszijde en den an- 
deren scherpen hoek. 

4. Gbgeven de beide rechthoekszijiden, te berekenen de hypo- 
tenusa en de scherpe hoeken. 

Voor dat men eenigen driehoek in getallen gaat berekenen, 
is het noodig te onderzoeken of de gegevens onderling bestaan- 
baar zgn , dat is , of uit de gegeven elementen een driehoek kan 
samengesteld worden. Daarom zullen wi} bg elk geval de voor- 
waarden , waaraan de gegevens moeten voldoen , opnoemen ; 
mochten de getallen-opgaven daarmede niet overeenkomen, dan 
kan men de berekening sparen, omdat men op onmogelgke uit- 
komsten zou stuiten. 

By elke oplossing moet men zoo veel mogelijk trachten elk 
der onbekenden onmiddeUgk uit te drukken in de gegevens en 
niet de eene onbekende afleiden uit de anderen. Daarbij toch 
zou eene fout, in de eerste berekening gemaakt, overgaan op 
de volgende, terwijl bg de eerstgenoemde handelwijze eene fout 
in eene berekening van geen invloed is op de andere. 

Eindelijk moet elke formule^ die de getallenwaarde van een 
element oplevert , zoo zg het niet mocht zijn , voor de bereke- 
ning met logarithmen geschikt gemaakt worden. De regels en 
voorbeelden van § 5 en § 6 kunnen hierb^ veel dienst bewijzen. 

Wij zullen nu de vier genoemde gevallen van oplossing achtereen- 
volgens behandelen , en bij elk een voorbeeld in getallen voegen. 

l«te GBVA.L. 

38. Gegeven de hypotenusa c en eene rechthoekszijde a, te bere- 
kenen de derde zijde h en de heide scherpe hoeken A ^ B. 

De gegevens moeten voldoen aan de voorwa'srde c > a , omdat 
de hypotenusa altijd de langste zijde eens. rechthoekigen drie- 
hoeks is. 

De formulen, die elk der onbekenden uitdrukken in de gege- 
vens , zijn 

& = |/(c* — a*) , «t'n A = cos B =■— . 

c 


' 
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Om de eerste voor de berekening met logarithmen geschikt te 
maken, schrijft men haar in den yorm J 

b = i/(c -ha) (c — a). 

De laatste geeft terstond de waarden van A en B. Men heeft 
dus Yoor de berekening het yolgende stelsel 

logb=zi [^r(c + a)-|-%(c — a)| , 
log8inA.=:logca8B=zloga — loge. 
Voorbeeld. Zij a = 542,84. c = 981,374. 

Berekening, 

c — a = 438,534 logaz=i 2,7346718 

c 4- a = 1524,214 hgczz: 2,9918346 

logc + a = 3,1830460 afg. 

logc-^azn 2,6420033 log sin A = 9,7428372 

opg. A = 33*^ 34' 58'',4 

5,8250493 B = 56» 25'1',6. 

2 

logbrz 2.9125246 
6 = 817,569. 

Aantnerking, Indien de hoek A weinig van 90*^ yerschilt (het- 
geen uit de gegevens blijkt , wanneer a en c weinig verschillen) 
en alzoo niet zeer nauwkeurig door zijn sinus kan worden be- 
paald *) , zal het , ingeval eene zeer juiste berekening van dien 
hoek gevorderd wordt, verkieslijker zijn den volgenden weg in 
te slaan. 

De formulen (32) en (36) § 3 geven 

• t -D l/l — cosB . - T> ■•l — cos 3 
sm i B = i^ ^ , tann i B = k , — ^ 

of omdat cos B=— 

c 

door elk van deze formulen kan de kleine hoek | B zeer nauw- 
keurig berekend worden. 


*) Hoe minder de hoeken van 90^ yerschillen , des te kleiner worden 
de 'verschillen van hunne sinussen ; en hierdoor ontstaat er eenige onze- 
kerheid bij de berekening van het ontbrekende aantal secunden en ver'» 
dere onderdeden , naar het voorschrift van § 4* 




§1 

m* GEVAL. 

Oegeven de hypotenusa c en een scherpe hoek A , te berekenen 
den hoek B en de beide rechthoekszijden a en c. 

De gegevens behoeven aan geene andere voorwaarden te vol- 
doen dan A < 90^ 
De betrekkingen tusschen elke onbekende en de gegevens z^jn 

B = 900— A 
a = c ^tn A , & = c C09 A , 

of in logarithmen 

hgazzzlogc-^-log sinKj log b zrzlog c + log cos A, 

Voorbeeld. Zij c = 786,73. A = 63* 28' 17'',3. 

Berekening. 

B =:^90» — A = 26» 31' 42'',7 
loge — 2,8958257 logc= 2,8958257 

logsinJL=z 9,9516833 log cos A = 9,6199609 

opg. opg. 

loga=z 2,8475090 logb = 2,5457866 

a = 703,897. 5=351,388. 

nide GEVAL. 

Oegeven zijnde eene rechthoekszijde a en een scherpe hoek Ao/B, 
te berekenen den anderen hoek , de hypotenusa c ende derde zijde b. 

De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen be- 
halve A of B < 90». 

Den onbekenden scherpen hoek vindt men telkens uit den ge- 
geven door het complement te nemen. 

Verder zijn hier de formnlen .^ 

c = -: — r , & = a co^ A. 

' sin A 

logc:=zloga — log sin Ky logb z=.log a+ log cot A. 

Voorbeeld. Zij a = 804,498. A = 40» 32' 50",8. 

Berekening. 

B = 90« — A = 49« 27' 9'',2 
loga:=: 2,9055250 loga=: 2,9055250 

logsinlLziz 9,8129652 logcotK = 0,0677730 

afg. opg. 

logc=z 3,0925598 logb = 2,9732980 

e =: 1237,542. b = 940,368. 
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rV^e GEVAL. 

Gegeven ziende de beide rechthoekszijden a en b , te berekenen de 
hypotenusa c en de beide scherpe hoeken. 

De gegevens behoeven aan geene voorwaarden te voldoen. 

Om de onbekenden in de gegevens uit te drukken , dienen de 
fofmulen 

c = i/{a^+b^), 

tang A = co^ B =: -^ . 

De eerste is bij groote getalwaarden van a en & niet geschikt 
voor de berekening met logarithmen , maar kan naar het voor- 
schrift van § 6 geschikt gemaakt worden , door te stellen 

co^ o = — , dan is c =r , 

a sinu^ 

hetgeen op het zelfde neerkomt , als dat men eerst den hoek 
o = A berekent en van dezen hoek gebruik maakt om c te vin- 
den, fiier inoet men dus van den regel om elke onbekende in 
de gegevens uit te drukken afwijken , omdat men anders op eene 
niet logarithmische formule stuit. 
Yoor de berekening heeft men nu 

log tang Kz=,loga — hgb ^ logc=:loga — log sin A, 

Voorbeeld. Zij a = 3004,56 , b = 5682,095. 

Berekening, 

loga-^ 3,4776809 hgazn 3,4777809 

logb = 3,7545085 log sin A = 9,6697344 

afg. afg. 


log tang A = 9,7232724 logc:=z 3,8080465 

A = 27 « 52' 7'',86 c = 6427,564. 

B = 62» T 52',14. 

Aanmerking. Men kan de onbekende hoeken ook door de na- 
volgende formule bepalen. 

Uit de vergehjking tg2B= j^^^y 
volgt naraelgk, omdat <s^B:= — , 


/"</ t^^é.' u^ vU/v^-*-^ -.>-<-Y^. 
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maar A — BrszSO^— 2B zynde , zai 

^(A-B)=co*2B=(l±^i±=±, 

en hierdoor kan het verschil der onbekende hoeken gevonden 
worden. Men heeft vervolgens 

A = 450-|-J(A-.B)^ en ,B = 45« — i(A — B). 

§ 8. 
Over de oplossing der scheefhoekige driehoeken, 

39. Zij ABC een willekeurige scheefhoekige (fig. 7) of stomp- 
hoekige (fig. 8) driehoek , waarin wij weder de zgden , staande over 
de hoeken A, B, C, door de kleine letters a, b, c zullen aan- 
wezen , en laat uit een der hoekpunten B , eene loodlijn BD op 
de overstaande zijde AG worden neergelaten, waardoor twee recht- 
hoekige driehoeken ontstaan. Wij zullen alsnu, uit de in de 
vorige § reeds gevonden formulen, gemakkelijk de meer alge- 
meene formulen kunnen afleiden, welke tot de oplossing der on- 
derscheidene gevallen van de scheefhoekige driehoeken moeten 
dienen. 

Men heeft namelijk in elk der rechthoekige driehoeken ABD, 
DBC, 

BÏ)z=:ABsinA = BOsinG, 
dat is c$mA = a^nC, 

of a : cz^sinA : sinC (5) 

Op gelijke wijze zou men, door de loodlgn üit eene der beide 
andere hoekpunten te trekken , gevonden hebben , 

a : h zzz sin A : sin B m (6) 

dus a : sin A ::= b : sin B zr: c : sin C , . . (7) 

ons loerende , dat in eiken driehoek de zijden tot elkander in reden 
staan als de sinussen van de overstaande hoeken. O j 

De standvastige verhouding van den sinus eens hoeks en de 
tegenovergelegen zijde wordt de modulus ^^^ driehoeks genoemd, 
zoodat 

yr 9inA ___^ sinB gtnC 

o b e ' 

Het zal den lezer niet moeielijk vallen aan te toonen, dat deze 
modulus het omgekeerde voorstelt van de middellgn des cirkels , 
die om den driehoek kan beschreven worden. 


l't 
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Uit (6) kan men de volgende eveqredigheid afleiden : 
a -h 6 : a — 6 := «in A -f- ifm B : sin A — sin B. 
Derhalve volgens form. (57) § 3 

a + 6:a — 6 = ^^J(A-|-B):^| (A — B); 

dat is: 

In eiken driehoek staat de som van twee zijden tot haar verschil , 
als de tangens van de halve som der overstaande hoeken tot den 
tangens van het halve verschil dezer hoeken. 

Omdat } (A + B) =: 90 ' — ^ C , kan de voorgaande evenredig- 
heid ook aldus geschreven worden : 

a + hia — hz=zcot\Citg\{k. — B), 
waaruit /^ |(A — B) = ?^ co^ i C (8) 

of ook ^(B + iC) = (?L;t|j /^ÏC (9) 

als zijnde J(A — B)=:|(180« — 2B — C) = 90» — (B-Fj C). 

40, Uit de evenredigheid (7) laten zich nog twee andere fraaie 
betrekkingen afleiden , welke , even als de voorgaande , bij een 
der gevallen van oplossing hare toepassing vinden , zoo als straks 
nader zal aangetoond worden. Die evenredigheid geefi; namelijk 
tevens de volgende: 

a+ h : c=5m A+sinB : mC= sin l "f" , leog/ . ~" 1 : 5«n | C co5 1 C. 

Maar, aangezien A + B = 180^ — C , is 

8in{ — ^ — l = cos \ C. 

Derhalve a -|- ft : c =: co5 | (A — B) : sm | C . . (10) 
Op geiyke wijze vindt men 

a — h : c z=: sin \ {K — B) : C05 |^ C . . . (11) 

welke beide evenredigheden door deeling op nieuw de formule (8) 
te voorschijn brengen. 
Zy geven daarenboven 

waardoor men eene der zijden van een driehoek zoude kunnen 
berekenen , indien men gegeven had de som of het verschil der 


C^y //i/f i^ cU^ Yiy^C^Urs^ ^ ) \C^L 




J 


^ ,/ y^^ *^ v.i^/iH^H-4^ - Pv-A-^^. 
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beide oyerige zijden, den ingesloten hoek, benevens het verschil 
der overstaande hoeken. 

Mke dezer laatste formulen in het vierkant brengende , zoo 
leidt men hieruit gemakkelijk af 

<;> = (a4-«>)»«n»|C-!-(a — ft)*co«* {O . . (14) 
welke vergel^king, na ontwikkeling, en met inachtneming, dat 

C08* I C — sin^ ^ C = co» C , 

geeft c*=a*+6» — 2aftco5C (15) ^'} 

Deze voorname formule stemt geheel overeen met , en kan ge- 
makkelgk afgeleid worden uit, de bekende meetkundige betrek- 
king iusschen de drie zijden en de projectie van eene der zijden 
op eene andere *). Zij gaat onmiddellijk in die betrekkingover, 
wanneer men volgens fig. 7 

acosCzzCD, 
en volgens fig. 8 

— acosO = aco8 {ISO^ — C) = CDstelt. 

41. De vergelgking (14) geeft te kennen, dat de zijde c de '^ 
hypotenusa voorstelt eens rechthoekigen driehoeks, tot recht- 
hoekszyden hebbende 

(a -h b) sin \C en (a — b)co8 ^C, 

eeflë eigenschap, welke tevens door de navolgende vrij eenvou- 
dige constructie afzonderlijk kan betoogd worden. 

Men beschrijve namelijk uit het hoekpunt C des driehoeks ABC 
(fig. 9) als middelpunt , met een straal gelijk aan de grootste der 
beide z^den a en b, een halven cirkel, en trekke daarin de mid- 
dellijn DCE, de koorden DB, £B^ en uit A de loodlijn AF op BD, 
dan zal, omdat die beide koorden op elkander loodrecht staan, 
AF evenwijdig met BE loepen. Nu is 

AD = a^b, AE = a — 6, LCDB= JC, 
dus AF = AD X 8inD = (a'hb)8in^C. 

Maar AE:BF=: AD:FD = 1 :cos} C , 

dns BF = (a — 6)co5}C 

en AB* = AF> -f-BF* ={a + by sin^ |C + (a— ft)« 005* \ C. 

Verder geeft de driehoek ABF, aangezien hoek ABF=:B+4C, 
ter bepaling van de zijde AB, nog de vergel^kingen 

_ (a— ft)cQg^C _ (aH-ft)gwjC _ (a— fe)cQ8jC ^ (a4-ft)gtn|0 
^"~co5(B4-|C) ^n(B"+- [ C) "~" sm f ( A — B) co8\ (A — B) ' 
even als hierboven langs een ^^eren weg gevonden is. 


*) Zie VAN Ober: Leerboek der Meetkunde. I. § 11. 
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Dezelfde constructie levert tevens een eenvoudig meetkundig 
betoog op der verg. (8). Immers, uit de evenredigheid 

3 BA : AD = BF : FD = ^ BAF : tg FAD = co^(B-|-| C) : co^^C , 
^ volgt cot(B'\'iC) = tgi(A--'B)=i^^cotiC: 

De hiervoor gevondene form. (15) 

laat zich insgelyks rechtstreeks betoogen. 
Te dien einde heeft men in fig. 7 

BD = a sin C en AD =zb — acosG j 

en in fig. 8 

BD = a8in(lB0^—G), AD = ft -|-aco5 (180» —C) 

of BD=a5mC AD = 6 — acosC, 

dus in beide gevallen 

c» = BD» 4- AD» = a» -I- ft» — 2aft cos C. 

Op gelgke wijze zal men voor de beide overige zijden a en & 
bekomen 

a» = ft» -f- c» — 2bccos A. 
ft» =: a» + c» — 2ac cos B. 

42. Het verdient opmerking, dat deze betrekking tusschen de 
p drie zijden en een der hoeken nog daarenboven kan afgeleid worden 
uit form. (78) , § 3 ; bevattende eene betrekking tusschen de sinus- 
sen en cosinussen van drie hoeken , te samen 180® uitmakende. 

Schnjfbmen namel^k voor die hoeken: A, B, C, dan geeft de 
aangehaalde formule 

sm» C , , sm» B 2 sm B _ /^ 
sm»A «m»A stnA 

die, uithoofde 

sinG c sinB ft 

sinA a sinA a 

terstond verandert in 

c» = a» -h ft» — 2aft cos C. 

Uit de beschouwing der figuur kan men tevens gemakkel^k eene 
formule vinden om , indien twee zijden met den ingesloten hoek 
gegeven zijn, hieruit rechtstreeks een der onbekende hoeken te 
bepalen. Te dien einde geeft de rechthoekige driehoek BAD 

. * BD asinG 

^ "~AD ~ b^acosC' 


^ tj •^/•f* o^ ^TOXtj^Xjju n^^^jj^. 
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. T> bainG 
en evenzoo tgDz= «, 

a — o cos O 

welke formnlen echter Yoor de logarithmische berekening minder 
geschikt zijn dan de form. (8). 

De figuur levert daarenboven de navolgende betrekkingen tus- 
schen drie zgden en twee hoeken op. 

a z:z bcosG + cgosBj y 

h :=: acosO + ccosAj -^ 

c = acosB + bcosAj 

waaruit weder alle overige trigonometrische betrekkingen kunnen 
afgeleid worden. 

43. Ter bepaling van den hoek O uit de drie z^den, heeft 
men de formule 

^„^a2+^^ m 

die echter op de navolgende wijze, onder een anderen en voor 
de berekening met logarithmen , meer gesehikten vorm kan ge- 
biaeht worden. 
Men heeft namelijk 

l-co8G = 2>nn* IC ^^'^-''\-J' -*-'*, 

' 2ab ' 

dus «»n« «C = "*-<°r^>' = {c + a-b){c + b-a) 

Men stelle nu de som der drie zijden , of a -f- & + c = 2^ , 

dan is £±±Ili=:5-6, £lt4zi£ = 5~a. 

2 2 

Hierdoor gaat de laatste formule over in 

* ab 

of 8iniC=i^^£:zJt}^^zl^ (17) 

ab 

Verder heeft men nog 

2ab 
dus cos» * C - («+&)* -c« _ (a + b + e)(a + b-c) ■ 

of cos4.C=|/?^-^ (18) 

QO 
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„. , ,.., , , r^ sin IC ,As — a){s — b) ^^qv 

Eindelijk tg 10= y = |/i —i — ' . . . (19) 

^ ^ * cos iO s{s — c) . 

en 8inC=^siniCcoslC = ^l/'s{S''a)i8^b)(8'-'C) . (20) 

Het is onnoodig hier te doen opmerken , dat al de tot dus ver 
gevonden formulen, door eene behoorlgke verwisseling van let- 
ters, tevens op elke der overige hoeken van toepassing kunnen 
gemaakt worden. Zoo heeft men insgelijks : 

stn lA=z l/^ p ■ 

' bc 


bc 


C08iA = |/_3-— , 


^ ^ 8(8 — a) 

2 

sin A = ^1/5(5 — c) (s — ft) (« — c); 

en 5m i B = |/(iZl^^liilli> , 

S{S — b) m 

2 

sin B =z — i/s(8 — a)(8 — b) is — c). 
ac ^ ' 

44. Zie hier nog eene andere en minder bekende wgze ora 
tot de voorgaande iormulen te geraken. 
Volgens de evenredigheid (10) en omdat 

5tn JC = C05|(A + B), C05 |C = 5m|(A-|-B), 

heeft men, door optelling en aftrekking der termen 

a-|-ft+c:a + ft — c = co«i(A— B) + cos{(A+B):cos|(A— -B) — 
cos \ (A-f-B) =co5 1 A cos 1^ B : m I A sm ^ B , 

dus a-4-6 + c:a + 6--c=:co^|A:^}B . . . (21) 

Op gelijke wijze zal men uit (11) kunnen afleiden 

i a— ftH-c:c4-ft— c=i?m|(A— B)^-stn|(A^-.B):5m«,(A^-B)-- 
i — «nJ(A-B), 

dus a — 64-c:c + 6 — a=:^n4Aco«JB:^n|Bco5|A = 

=t^|A:^{B (22) 
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Deze laatste evenredigheid met (21) yermenigvuldigende , ver- 
krggt men terstond 

^ *^'^(a + 5 + c)(a4-c— 6) 

23* — (a + è -\ -c)s-^ac ac 

~ 5(S — 6) s(«— 5) ' 

dus cos 4 6=1/^^0^ — ^^ 

* ac ' 

waaruit verder «m i B = ^ (^ — «^H^ — e) 

♦ »• *•• 
even als vroeger gevonden is. ./";.•' \ 

45. Wij gaan thans over tot de behandeling der bijzondere 
gevallen , die zich bij de oplossing der scheef hoekige driehoeken 
voordoen. Zij zijn vier in getal. De gegevens kunnen namelijk zijn: 

1. De drie z^den. 

2. Ëene zijde en twee hoeken. 

3. Twee zijden en de tusschengelegen hoek. 

4. Twee zijden en een der overstaande hoeken. 

Iste GEVAL. 

Gegeven zijnde de drie zijden^ te berekenen de drie hoeken. 

De gegevens moeten aan de voorwaarden voldoen, dat elke 
zgde kleiner is dan de som en grooter dan het verschil der beide 
anderen. 

De formulen , die de betrekkingen tusschen de gegevens en elk 
der onbekenden uitdrukken , zijn : 

a* =iè* 4-c* — 2hccos K^ 
ft> =a* -f- c> — 2ac cos B , 
c* = a' 4- ft* — 2db cos C ; 
gevende 

fti-f-c*— a» Tj a*-|-c>--&» ^ a»4-6»~c* 

COSA=. rrr , cosB= , cosC=z — ~^— r , 

2bc ' 2ac ' 2aft ' 

welke formulen voor de berekening van A, B, C slechts kunnen 
gebruikt worden, wanneer a^ b, c kleine getallen zijn. In elk 
ander geval moeten zij logarithmisch gemaakt worden ^ hetgeen 
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hierboren (n*. 43) reeds is geschied. Daar hebben wij het vol- 
gende stel formulen gekregen: 

* bc \ OC 

'«»« 1 B = k- (i=:£Ü£-:£> , L* t B = ^^£(i=±^ 

j ' OC J * ac 

U^C = t^<"-'')i'''T^>. {cos{C = iAL=± 

* ab ^ ab 

tcmg\Kz= t/'<il=^(iZj) , U« A = 1 1/s(«-a) (s-b) {s-c) , 

^s — ay I OC 

'te«y}B=j/^i=:;filiiz;^, (««B=Ap/8(8_a)(«-6)(«-c), 

s(s-ib)t J OC 

Elke van deze vier groepen kan dienen voor de berekening, 
doch het is niet geheel onverschillig, welke men daartoe neemt. 

De laatste groep is in het algemeen het ininst te verkiezen, 
niet zoozeer omdat de formulen den langsten vorm bezitten , want 
de wortels hebben juist het voordeel voor de drie hoeken liezeKde 
te zgn , maar omdat de sinussen der geheele hoeken worden ge- 
vonden , waarbg het altijd twgfelachtig is , welk van de beide 
hoeken , tot denzelfden sinus behoorende , genomen moet wor- 
den. Uit dé gegevens is dit trouwens vooraf wel op te maken , 
want in de meetkunde wordt geleerd , dat de drie hoeken eens 
driehoeks scherp zyn , wanneer het vierkant van elke zijde klei- 
ner is dan de som der vierkanten van de beide anderen, en 
wanneer er een stompe hoek mocht zijn , deze gelegen is tegen- 
over die zgde , waarvan het vierkant grooter is dan de ge- 
noemde som. 

De drie andere groepen geven de halve hoeken, die altijd scherp 
zijn, dus in het eerste kwadrant moeten genomen worden. Welke 
groep men neemt is tamelijk onverschillig , doch het zal aan de 
aandacht van een geoefend cijferaar niet ontsnappen , dat de derde 
de voorkeur verdient, omdat in de drie formulen slechts vier 
verschillende getallen voorkomen en in elk der drie anderen 
zeven. Ook kunnen in het algemeen de tangenten uit de loga- 
rithmen nauwkeuriger bepaald worden dan de sinussen en cosi- 
nussen. Mocht echter slechts één hoek verlangd worden, hetgeen 
in toepassingen dikwijls het geval is , dan kan met voordeel van 


^ 
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eene der formnlen uit de tweede groep gebruik gemaakt worden, 
omdat daarin de eenvoudigste getallen voorkomen. 

46. Om de drie hoeken te berekenen kan men nog een anderen 
weg inslaan. Men berekent namelijk een der hoeken op de boven- 
genoemde wijze en hieruit de beide anderen door de formule 

a : 9^n A = 6 : sin B = c : sin C. 

Deze weg is niet aan te raden, omdat men eene der onbeken- 
den gebruikt om de anderen te vinden en dus eene fout , in de 
eerste berekening gemaakt , overal van invloed is. Ook is hij 
minder nauwkeurig. 

Men zou kunnen volstaan met twee hoeken te berekenen en 
den derden te bepalen door de eigenschap , dat de som van de 
drie hoeken = 180®, doch deze handelwy:Se is zeer af te keuren, 
omdat genoemde eigenschap tot proef op de som voor de juist- 
heid der berekening moet dienen. '^\' ^ 

Voorbeeld. Zij a = 4693,25 , b = 36è'7,9 , c = 2077,01. 

Berekening, 


a= 4693,25 


b= 3627,90 


c= 2076,01 


opff. 


2s = 10397,16 


s=z 5198,58 

logs = 3,7158847 

s — a= 505,33 

log(s a)— 2,7035751 

s^b— 1570,68 

% (5 — 6)= 5,1960877 

5— c— 3122,57 

%(s — c)-- 3,4945121 


log{s — b) = 3,1960877 

% (5 — c) = 3,4945121 

Clogs =6,2841153 

C%(s — a) = 7,2964249 


0,2711400 
2 

log tang | A = 0,1355700 


opg. 


log(s — a) = 2,7035751 

log(s — c) = 3,4945121 

Clogs =6,2841153 

Clog(s —b)= 6,8039123 


opg. 


9,2861148 

2 

log tang i B = 9,6430574 


i A = 53M8'3'',49 
A= 107^36' 6^98 


1B = 23M3'49' 
B = 470 27' 38" 
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%(« — «) = 2;7035751 

log(8—h) = 3,1960877 

Clogs = 6,284i 153 

C % (s — c) = 6,5054879 

cpg- 

8,6892660 
2 


Proef op de som. 


log tang ^ C = 9,3446330 
|C = 12«28'7%5 
C = 24» 56' 15'. 

A=107«56'6',98 
B = 47«27'38'' 
C = 24« 56' 15" 

m- 

179« 59' 59'',98 

gevende een verschil van 0*,02 , zijnde zoo nauwkeurig als ver- 
langd kan worden. 

Men kan het volgend voorbeeld tevens gebruiken, om daarop 
achtereenvolgens elk der drie overige gevallen van toepassing te 
maken , hetgeen den leerling tot eene nuttige oefening zal strekken. 

Voorbeeld. a = 5036,958, 5 = 3229,151 en c = 6361,947. 

Men zal vinden 

A = 51* 35' 0%86 , B= 30» 9' 8',80 , C = 98» 15' 50',54. 

Hde GEVAL. 

Gregeven eene zijde a en twee koeken y te berekenen den derden 
hoek en de beide andere zijden. 

De gegevens behoeven aan geene andere voorwaarde te voldoen, 
dan dat de som der gegeven hoeken kleiner zij dan 180'*. 

De derde hoek kan ook als een gegeven beschouwd worden , 
omdat hij onmiddellijk wordt gevonden door de som der gegeven 
hoeken van 180<^ af te trekken. 

Voor de berekening der gevraagde zijden heeft men de formulen 

7 a «in B a sin C 

sinA stnA 

dus logb = log a — log sin A. + log sin B 
logc::^loga — log sin A + log sin C. 


/ >^ ^. / / t<^J 



1/ '*^/'>-<-^''C 
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Voorbeeld. Zij «=100,0579. B = 94« 15' 19\ 0=56^ O' 25^5, 
dus A = 180» — 150» 15' 44',5 = 29« 44' 15%5. 

Berekening, 

logaz= 2,0002514 
log sin A = 9,6955072 

ofg. 

2,3047442 2,3047442 

log8inB = 9,9988012 log sin C = 9,9186104 


opg. opg, 

logb=z 2,3035454 logc = 2,2233546 

b = 201,1617 c = 167,2455. 

nide GEVAL. 

Gegeven zijnde twee zijden a en b met den ingesloten hoek C, te 
vinden de beide overige hoeken A , B , benevens de derde zijde c, 

47. Men vindt de beide onbekende hoeken A en B, door de 
formule (9) /* 

tg{B^\C)z=(±±P^tg{C («) 

waardoor B , en dus ook A kan berekend worden. Vervolgens zal 

men de derde zijde c vinden , door eene der formuien i ^ 

asinC « b sin C / ' • / / . • 

stnA stnB ' y / / 

of wel door de navolgende 

_ (a + b)sin\C ^ (a-f-^)gw^C 
^"" cosl (A — È]( sm(B4-|C) 

(a - - b) cos I C (g — &) cos j C 

^"" s^^l ( A — ]l^ cos (B 4- J C) 

waarin de hoek B + 1 reeds uit (a) gevonden is. 

48. Bijaldien men eeniglijk de derde zijde c , en niet de hoe- 
ken A en B behoeft te kennen, zou men daartoe rechtstreeks 
kunnen geraken, door middel der hiervoor (n^. 42) gevonden 
betrekking 

c* := a* -f- 6* — 2a6 cos C 
of (J = i/(a*4-6«— 2a6cosC). 

Daar echter deze formule voor eene logarithmische berekening 
weinig geschikt is , zoo kan zij daartoe door de navolgende her- 
leiding ingericht worden. 
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Men Bchrijye namelijk voor cos C zijne waarde 1 — 2 sin^ \C , 
dan komt er 

Stellende nu verder 

. . iabsin^lC 

of tff^^t^i^^ab, 
dan yindt men 

c^ = (a — b)^il + tg^<f>} of c=lnÈ . . (|9) 

*^ -' cos g> 

Men kan ook cos C door 2 cos* ]^ C — 1 verrangen, waardoor er 
komt c* z= (a 4- by — 4ab cos^ { C, 

en steUen hierin sin^ ip = ^^ ^^[i^ 

o 2 cos 4 C V t 
of stnw=. ZJJii/ab , 

welk gebroken voor den hoek yt steeds eene bestaanbare waarde 
zal opleveren , uithoofde a+b altijd > 2|/^ ab zijnde ^es te meer 

a+6>2cosjCp^aft zal zgn. 

Hieruit volgt alzoo 

c* =z(aH-6)* (1 — sin^yj) of c = (a + 6)cosv/ . . (y) 

Voorbeeld. Zij « = 8970,432, 6=7690,548 en C = 119<>36'45', 


Berekening. 


a= 8970,432 
b= 7590,548 


a -f- &= 16660,980 %(a -f- 6)= 4,2217006 

a'-b= 1279,884 Zo^(a — 6) = 3,1071706 

C = 119» 36' 45" afg. 

»C= 59M8'22'',5 1,1145300 

Zo^^^J = 0.2351756 
r/^-C^^^^^^^r Zw ^ (B + 4 C) = 1,3497056" 


^3 / -^ j> tl^ é 


B4-iC= 870 26'26',31 


^ ,%^.^^V^-^ iO= 590 48'22-,5 

^V^-> <«^ ö= 270 38* 3'',88 

J, ^ j. B 4- C = 147» 14' 48^,88 

t . ^ A= 32M5'Xr,l2 






* i. 


V ^ 




^ ^^:«-<. 'i-x'»^ „• xi- /e^A.,^/ 





/Oï*^, 


--»fc_^-«— C «* 




/^ 


^ 







ZÓ/ c/? 6 
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logbzz. 3,8859574 log a — 3,5528134 

log sin C = 9,9392132 logsinC =z 9,9392132 

3,8251706^^* Ö,89a0266^' 

logsinB = 9,6663571^ log sin A = 9,7331132 - 
logczzz 4,i58«135 '^' logc = 4,1588134^'^' 

c= 14414,96 c= 14414,96 


log(a-hh) = 4,2217006 *log{a — h)= 3,1071 706 

log sin ^G = 9,9366795 log cos ^C = 9,7015038, 

4,1583801^' ^ 2,80ö6744^ 


log sin (B 4-| C) = 9,9995666 . log cos (B4-|C) = 8,6498607 - 
ügcz= 4,15iSöl35 ^^' logc = 4,1588137^'^* 

c=: 14414,96 c= 14414,97 

Deze drie verschillende wijzen van berekenen der zijde c, stem- 
men in de uitkomsten yrg juist met elkander overeen. Wij zullen 
die zgde thans ten overvloede nog met behulp der form. (/?) gaan 
berekenen. ' 

%a= 3,9528134 
% 6=3,8859574 


7,8387708^' 


1" 


log y/ab = 3,9193854 

% 2 = 0,3010300 

log sin | C = 9,9366795 

4,1570949^^" 
%(a~g>) = 3,1071706 . 
logtgv = 1,0499:243*^^* 

9) = 84» 54' 21^9 
%C05 9 =8,9483569 
%(a— ft) = 3,1071706 

%c = 4,1588137 
c = 14414,97 

hetgeen met de vorige berekeningen overeenstemt. De toepas- 
sing der formule (y) zy den leerling ter oefening overgelaten. 

49. Aanmerking, Nademaal de hoeken eens driehoeks alleen 
afhankelijk zijn van de verhoudingen tusschen de drie zijden , zoo 
kan men het JH^^ Geval ook aldus voorstellen. Gegeven zijnde de 
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verhouding m van tivee zijden aenb^ benevens de ingesloten hoek C 
te berekenen elk der beide overige hoeken A en B. 

Stellende alsdan m =-^= tg a , dan gaat de fonn. (o) over in 

tg{B + iC)=(^^^\)tgiC = -tg(^b^^a)tgiG 

of omdat 

tg(A + iC)=:^tg{B + iC), 

of ^|(B — A) = ^(45« — a)co<|C; 
B = |(B-HA)-Hi(B — A)=90o— |C-Hi(B.-A), 
A = KB4-A) — i(B — A) = 90»— |C — HB— A), 

waardoor de hoeken A en B gemakkel^k te berekenen zijn. 

IVde GEVAL. 

Gegeven zijnde twee zijden a en b met een oversUmnden hoekAy 
te berekenen de derde zijde c en de beide overige hoeken B en C. 

De yerschillende gevallen van dubbelzinnigheid, bestaanbaar- 
heid en onbestaanbaarheid , die zich in dit zoogenaamd twijfel- 
acktig geval kunnen voordoen, zijn uitvoerig behandeld in be- 
werkers Leerboek der Meetkunde , L § 4. 

Voor de berekening der onbekende elementen neme men eerst 

de formule 

a : b =: sin A : sin B, 

gevende 

. T> b sin A , . 

stn B = (a) 

a ^ ^ 

waaruit volgt voor de bestaanbaarheid van B, dat 

b sin A < a 

moet zijn ; bedenkt men hierbg , dat b sin A de lengte is der 
loodlijn CD (fig. 10) , die uit het hoekpunt C op de overstaande 
zijde wordt neergelaten , dan komt men op de meetkundige voor- 
waarde voor de bestaanbaarheid terug. 

Uit de formule (a) verkrijgt men twee waarden voor B, na- 
melijk de hoek en zijn supplement, die beiden of een van beiden 
voldoen, naarmate zij overeenkomen met de betrekking, dat 

voor b^a ook B ^ A. 


'/ 
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De forniule, die de betrekking tusschen de gegevens en de 
zyde e aanwast , is 

a> = 6* -+- c' — 2ftc cos A 
of c*— 26CC05A — (a> -^6*) = 0, 
gerende, door oplossing volgens de gewone methode der vier- 
kantsvergeiykingen : 

c = bcosA±: l/{b* cos* A -|- (a> ■— b*)) 

= 6co5A±|/(a* — 6>smiA) ....(/?) 
Om haar voor de berekening met logaritiimen geschikt te ma- 
ken, schrift men 

Is nu a > 6, dan stelle men 

--. = tang* a , 

b^ cos* A ^ ' 

zoo wordt c = 6co.a1i±..c«| 

of volgens de formulen (39) en (40) § 3 

C boos A tang acot{a 

^ — bcos A tang a tang \ a. 

In deze formule zal altijd slechts ééne waarde positief zijn , 
namelijk de bovenste wanneer A scherp is, en de benedenste 
wanneer A stomp is , hetgeen weder geheel met de meetkundige 
beschouwing overeenkomt. 

Is a < 6 , dus A scherp , dan stelle men 

6>— a« . , , « . , i/(b + a)(b — a) 

b* cos* A bcosA 

hetgeen kan geschieden, omdat volgens vergel^king (a) 

b* sin* A < a* , 
of b*-^b*cos*A<a*y 
b* -—a* <b*cos* Ay 

dus — — •< 1. 

b* cos* A 

Formule (y) gaat nu over in 

c = 6 C05 A (1 j^ cos a') 
^bcos A cos* { a' 
^b cos A sin* ^ a' , 

zoodat men in dit geval altgd twee positieve waarden verkrggt. 


= ! 


78 


De formule (ff) kan ook onmiddellgk nit de figuur worden af- 
geleid. 
Met heeft toch (fig. 10) 

AD = è cos A , CD = b sin A 
BD = B'D = |/(BC» — CD>) = ^/(a» — &* sin^ A) , 

derhalve : 

c=:^, = AD ± BD = 6cos A ± i^(a* — b* sin* A). 

Het is echter verkieslijk in dit geval van den gewonen weg 
af te wgken en van de formule (/?) in het geheel geen gebruik 
te maken. Liever ga men aldus te werk. 

Uit de formule (o) berekent men eerst de waarde van B , be- 
schouwt deze als bekend en gebruikt dan de formulen 

= 180» — (A 4- B), 
sin C sin (A -+- B) 

sin A sinA 

heeft men voor B twee bestaanbare waarden gevonden , dan sub- 
stitueert men beide en vindt de overeenkomstige waarden van 
O en c, derhalve de twee driehoeken, die voldoen aan de gegevens. 
VoarbeeU. Zij a = 87,935 , b = 539,076 , A = 8» 2' 49\ 


Berekening, 


%smA = 9,1460797 
%a = 1,9441618 

sinA 


log 


a 


= 7,2019179 


logb=L 2,7316501 

logsinB = 9,9335680 
B = 590 6' 38" 
A= 8» 2' 49" 


A + B = 67«9'27'' 
C=li2«50'33" 
log sin = 9,9645309 

log !!2^ = 7,2019179 


B = 590 6' 38" 

B' =180»— B =120053'22' 
A= 8« 2'49' 

A "" 


B'=128»561i'' 
C'= 51 o 3'49* 
log sin C' = 9,8908926 
sinA 


log 


a 


= 7,2019179 


%c = 2,7626130 
c = 578,9125 


logc'=: 2,6889747 
c' = 488,624 


zoodat twee driehoeken aan de gegevens voldoen, tot elementen 
hebbende 
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a = 87,935 i a z=z 87,935 

6 = 539,076 l b =539,076 

c = 578,9125 } ^' = 488,624 , 

A= 8» 2' 49" I -^ = ®' 2'^^' 

B = 59« 6' 38" I B' = 120* 53' 22" 

O = 112» 50 33" ( C'= 51« 3' 49 


• 


§ 9. 
Bepaling van inhouden. 

49'!'. In de eerstd plaats zullen wij de fonnalen doen kennen , 
waardoor de inhoud eens driehoeks kan berekend worden uit elke 
drie bepalende elementen. Daartoe gaan wy uit van de bekende 
meetkundige eigenschap , dat de inhoud eens driehoeks gemeten 
wordt door het halve product van basis en hoogte, dat is(fig. 7), 
den inhoud van den driehoek ABC = I stellende , 

I = I AC X BD. 

Nu is 

BD =: AB sin A :=z csin A 

derhalye 

I = I 6c sm A , 
eyenzoo vindt men 

I = J 6c s*n A = i oc 8tw B = } o6 a«n C . . (1) 

zoodat de inhoud eens driehoeks gelijk is aan het halve product 
van twee zijden en den sintis van den ingesloten hoek, 

Schryfl; men volgens formule (20) der voorgaande § 

2 

«»n A = V- l^s(s — a) (« — • b) («; — (?), 

dan gaat (1) over in 

I =z i^ s(s — a){s — b) (s —■ c) (2) 

waardoor wij de bekende fraaie formule voor den inhoud, uit- 
gedrukt in de drie z^den , terug vinden. 

Om den inhoud in eene z^de en twee hoeken uit te drukken , 
neemt men de evenredigheid 

6 : c = 8«« B : ^'n ( A + B) , 

gevende 

, sinB 

^-"""atiiCA + B)' 
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en deze waarde in (1) overgebracht, volgt 

j , j sin A sin B , 

- ^ Mn(A-i-B)' 

evenzoo 

j , ^ sin A sin B , ^ sin A gin C , ^^ gwBgmC .ox 

^""*^ értnlA-f-Bj""* «m(A4-Cj""* sm(B4-C)* ' ^"^^ 

Om in het tw^felachtige geval den inhoud in de gegevens uit 
te drukken, neme men formule (/?) van het vierde geval, zijnde 

c=zbcos A±: i^(a* — 6* sin^ A) 
en substitueert deze in (1) , dan komt 

l = \ b sin A \^b cos A ± w{a* — 6* sin* A)| . . . (4) 

welke formule de dubbele waarde voor den inhoud oplevert, en 
op de in het lY^'^ Geval behandelde manier voor de berekening 
geschikt kan gemaakt worden. 

Eenvoudiger is het ook hier], eerst de hoeken B en O door de 
sinus-formule te berekenen en en daarna den inhoud volgens 
formule (3). 

Stellen wg in de voorgaande formulen O = 90^ , dan verkrij- 
gen wg voor den rechthoekigen driehoek 

I = I oè = I a* tang A = 4- c* »tn 2A . . (5) 

50. Z^ (fig. 11) ABCD een parallelogram , AC en BDde dia- 
gonalen, dan is 

I . A ABC = I AB . BC sm B , 

derhalve 

I . paraU. AC = AB . BC 5tw B . . . . (6) 

dat is : de inhoud van een 'parallelogram is gelijk aan het product 
van de ongelifke zijden en den sinus van den tusschengelegen hoek. 

Stelt men AB = CD = a , AD = BC = ft , dan wordt 

BD* = a* 4- ft* — 2a6 cos A , 
AC* = a* +b^ + 2ab cos Aj 

door welke formulen de diagonalen uit de zijden en een der hoe- 
ken kunnen berekend worden. Door optelling geven zij 

AC* + BD* = 2(a* + 6*) 

waardoor w^ terugkomen op de bekende meetkundige eigenschap , 
dat de som van de vierkanten der diagonalen gelijk is aan/de / 
som van de vierkanten der zijden. (Meetkunde, I. § 13.) 

Volgens eene bekende meetkundige eigenschap (Meetkunde, 
I. § 24) is de inhoud van eiken vierhoek gelijk aan de helft van 
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den inhoad yan het parallelogram beschreven op de diagonalen 
derhalve is de inhoud van eiken vierhoek gelijk aan het halve pro- 
duct der diagonalen en den sinus van den hoeky dien zij met 
elkander maken. 

51. Zij AB (fig. 12) de zijde van een regelmatigen n hoek, 
N het middelpunt van den omgeschreven cirkel, dan is L AMB 

= . Stellen wij de züde AB = a , den straal AM = r , dan 

n ' i 

is in driehoek AMB : 

az=r koorie = 2r stn —2:, , ^ 

n n 

i 

waardoor elke der drie grootheden a^ r, n, uit de beide anderen 
kan berekend worden. 
Verder is 

I . A AMB = i r» sin 5521 = \ a^ cot ^^ , 

n ' n 

derhalve 

T 7 1. 7 i t • 360» - , ^ 180® rns 

I . regelm, n-hoek = \ nr* stn z= \ na^ cot , . (7) 

door welke formule de inhoud van eiken regelm. veelhoek uit den 
straal of uit de zijde kan gevonden worden. 

Ook de inhoud van een cirkelsegment kan in eene formule 
worden uitgedrukt. 

Men heeffc toch (fig. 12) , 

I segm. ABC = I . séctm- AMB — T . A AMB , 
of I segm. =■ | r* 9 — \ r'^ sin (p ^=z \ r^ (9 — sin q>) . (8) 

waarin q> de lengte van den cirkelboog met den straal = 1 , be- 
hoorende bij hoek M, voorstelt. Mocht de hoek in graden zijn 
gegeven, dan is 

M 
^ = Ï8Ö^^- 

Indien de pijl p van het segment gegeven is , zal men daaruit 
den hoek kunnen berekenen door de formule 

q> = 2Bg . cos (~-^)- 

Omgekeerd uit verg. (8) voor gegeven I de waarde van 9 te 
bepalen, behoort tot de hoogere deelen der wiskunde, omdat 
zoowel een hoek als een goniometrische grootheid in de vergelg- 
king voorkomt* 

Aan den leerling zij overgelaten de oplossing van het vraag- 

6 
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stuk, om den inhoud te bepalen van het gedeelte dat twee cir- 
kelylekken gemeen hebben, wanneer de stralen en de afstand 
der middelpunten bekend zgn. 

§ 10. 

Oplossing van vraagstukken , die betrekking hebben op eenige 
bijzmdere gevallen van driehoeksmeting» 

52. I^^ Yraaqstuk. Van een driehoek gegeven zijnde eene zijde 
benevens de som of het verschü der beide overige zijden , en de over" 
staande hoek , de onbekende zijden en hoeken te vinden. 

n^e Ybaaqstuk. Cregeven zijnde eene zijde benevens de som of 
het verschü der beide overige zijden , en het verschü der aanliggende 
hoeken , den driehoek op te lossen. 

De oplossing dezer beide yraagstukken is vervat in de reeds 
hiervoor (n' 40) gevondene evenredigheden 

a + b : c =: cos l {A — B) : «m J C , 
a — b : c izz sin \ {A — B) : cos l C , 

die voor het l***' vraagstuk geven 

cos i (A - B) = ^l±h sin \ Cj 

C/ 

sin |(A - B) = {iz:}! cos \ C', 

derhalve A = 90» — | C -f- | (A — B) , 

en B = 900 — I C — I (A - B) , 

csinA . csinB 

stnC stnC 

terwijl men voor het 2^^ vraagstuk heeft 

sin l C = — — ï cos l (A — B) , 
* a + b ' ^ ' 

cos \ C =: j- sin | ( A — B) ; 

waardoor weder de onbekende hoeken en zijden kunnen bere- 
kend worden. 

53. ni'^'^ Ybaagstük. Gegeven z^nde twee zijden benevens het 
verschil der overstaande hoeken , den driehoek op te lossen. 

rV^e Veaaqstuk. Gegeven zijnde iwee hoeken met fk s/om of het 
verschü der overstaande zieden , den driehoek op te lossen. 
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De oplossing dezer beide Yraagstakken is begrepen in de formule 

tg i {A-B) =^ ^^ eot \ C , 
waaruit voor het eerste Yolgt 

^*^ = (^)«*HA.-B), 

asinC b sin C 

sin A stn B ' 

en V'Oor het tweede 

a ^ b =: {a-^b)tg {G . tg \ (A — B), 

a + 6 = (jLzJïS2Lk^= ia^b) ^HA + B) 
^ ^i(A-B) ^ ^^^J(A-B)' 

a = l (a-f-6) H- i (a — ft), 
6 1=1 (a + ft) - I (a — 6). 

54, V*^« Vraagstuk. Gegeven zijnde een der hoeken A en B 
met eene aanliggende zijde c, benevens de som of het verschil der 
beide overige zijden , den driehoek op te lossen. 

Hiertoe geven de eyenredigheden (21) en (22) § 8' terstond 

waardoor dus ook de hoek C bepaald wordt, en yervolgens elke 
der onbekende zijden a en ft, door de formulen 

c sin A L ^ sin B 

Sin C stnC 

55. YI^® Ybaaqstuk. Gegeven zijnde de drie hoeken met eene 
der zijden , de stukken te berekenen , waarin deze zijde door de 
loodUfn j uit het overstaande hoekpunt vallende , verdeeld ivordt. 

Oplossing. Zij ft de gegeven zijde. Door het vermenigvuldigen 
der evenredigheden: 

c -{' a : b = cos ^ (C — A) : ^n ^ B, 
e — a : b z=: sin \ {G — A) : cos | B, 

verkrggtmen o* — a* : ft* = sin{G — A) : sin B. 

Stellende het verschil der te bepalen stukken AD , DC(fig.7):ra;, 
dan is , volgens eene bekende eigenschap des driehoeks : 

fta? = c* — a* , 


84 

c*— a« bain(C — A.) 
dus x=_^_=— ^-g— , 

stnB V 2 / V 2 / stnB 

Evenzoo 

welke nitkomsten ook meer rechtstreeks uit de rechthoekige drie- 
hoeken ABD , BDC af te leiden zijn. De eerste geeft namelijk 


en de tweede 


AD i=:ccos A.z=zh -.— vi <^05 A , 

stnB 


CD = aco5 C = 6^^ cos C. 

stn B 


56. VII** Vraagstuk. Gegeven zijnde twee zijden met den in- 
gesloten hoek , de deelen te berekenen , waarin die hoek door de 
loodUfn op de derde zijde neergelaten y verdeeld wordt. 

Oplossing. Men stelle (fig. 7) ABD=jp, DBC = g, dan is 

ABD + BAD = DBC -f- BCD , 
dus A ^ C = DBC — ABD z= q -- p. 

Nu is , naar aanleiding yan form. (8) § 8 

dus ook ^ i fi> — ?) = (^-^^j eo^ f B , 

waardoor , omdat p + q gegeven is , ^ en ^ elk afzonderlijk kun- 
nen bepaald worden. Indien tevens gevraagd wordt, de lengte 
der loodlijn BD te berekenen, zoo kan men daartoe op de vol- 
gende wijze eene formule vinden. 

Zg PD=:« en \{p^q) = d, dusp = {B+dy q = \B-d. 

Nu is 

Inh.ABD = ^cx8inHB + d), 
Inh. BDC == } ax sin (i B — J) , 
en Inh. ABC =z. \ ac sin B. 
Derhalve 

ex sin (I B -I- (>) 4- oa? sin{l ^ — d)^=acsinB , 
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dat is, na ontwikkeling 

X Uc + a)8in\Bco8d + {c — a) coa f B sin ^| = oc «t» B , 

of xcoadU-h^^cotlBtgd] = J^coafB, 

Blenn voor P "^ ^\ cot | B de hiervoor gevondene waarde, na- 
meiyk tg d , substitueerende j zoo komt er 

O/v/* 

ar cos ^(1 +^» ^ = -— -co*| B , 

of xzzz-^i-^—coslBcosd. 

Door de hoeken ^ en ^ als bekend aan te nemen , vindt men 
de gevraagde loodlgn onmiddellijk door eene der beide formulen. 

x=zacosq, x:=:cco8p. 

57, Vin»*® Yraaostuk. Gegeven zijnde eene zijde met de heide 
aanliggende hoeken^ de stukken te berekenen ^ waarin die zijde ver- 
deeld wordt door eene lijn , die den overstaanden hoek midden doordeeU, 

Oplossing. Laat de lijn CD (fig. 13) den hoek C midden door 
deelen. Nu is , volgens eene eigenschap dezer lijn , 

AC : BC = AD : BD 
of a4-6:a — 6 = c:BD — AD; 
maar a + h:a-^hz=.tg\ (A + B) : tg | (A — B), 

Derhalve BD — AD = c X %1SJ^IZ^, 

en BJ>=±\l+^ML=L^\ 


AD=z:-ljl^ ^^HA-B) ) 


De lijn CD kan vervolgens berekend worden, hetzij uit den 
driehoek ACD, hetzij uit den driehoek BCD , door eene der twee 
evenredigheden 

BD : CD = «n I C : sin B , 

AD : CD = «n f C : 5t» A , 

dus CD .-= BD X ^""^^ = AD X ^'*\^^. 

Wanneer echter de lengte der stukken BD, AD niet behoeft 
bepaald te worden , zal het gemakkel^ker zijn de lijn CD aldus 
te berekenen. 
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Stellende de lengte dezer lijn =07, dan heeft men 

Inh. ACD = :^bx 9in { C, 
Inh. BCD = { ax sin \ C. 

Maar Inh. ABC z=z { ab sin j. C. 

Derhalye {a+b)x8in^Gz=zab8inC=z^ab8in^Cca8^C^ 

waaruit volgt 

X = J^C08 J C. 

Verder is x=^^ en 6=£f^J^, 

8tnG sinC 

en deze waarden in de formnle voor x substitueerende , komt er 

^ 2csinA8inBcosiC c $in A sin B ^ eosjG 

{sin A -H- sin B) «m C "~ sm |( A -H- B)"cörj'( A — B) stn C 

csin A 5tnB 

~ cas{ (A^^B)sinG'^ 

welke uitdrukking men ook had kunnen verkrijgen , door in de 
bovenstaande vergelijking 

(a + b) X sin \ G =. ab sin G , 

voor {a + b)sin{G te schrijven c co* } (A — B). 

58, IX*® Yraaostüe. Gegeven zijnde twee zijden met den in- 
gesloten hoeky de deelen te bepalen waarin die hoek verdeeld wordt 
door eene lijn , die de overstaande zijde middendoor deeU* 

Oplossing. Men onderstelle in fig. 13, dat AD = DB, voorts 
AOD:=^, BCD = ^ zij, dan geven de driehoeken ACD, BCD 

GD : AD z= m A : sin ACD = ^n A : sinp 
CD : BD =r sin B : sin BCD = sinB : sinq 

dus sinp : sin q = sin A : am B = a : 6 , 

sinp 4- si nq a •+- b 

sinp — sinq a — b* 


^i(P — ^) a — b^ 


waaruit volgt ig\{p — q)= — t-^.^\^ ....(«) 

a -f- o 

i> = I C 4- J (i> - gr), gr = ^ C - J (/> - g)- 

Men kan echter de hoeken ^ en 9 ook onmiddell^k uit de hoeken 

des driehoeks bepalen. Immers , aangezien 
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zoo heeft men 

tg \{p-i)-tg^ \Gtg i(A-B). 
Wil men hierbij teyens de lengte der deellijn GD berekenen , 
zoo zonde men, na Tooraf de derde zijde c, benevens de overig 
hoeken A en B bepaald te hebben , zich hiertoe van eene der 
bovenstaande evenredigheden 

sinq : nnB r= I e : CD, 
9in;p : sink. z=z \ c : CD, 

kannen bedienen. 

Er bestaat echter nog eene andere oplossing ter bepaling van 
de lengte der deellijn CD. Men stelle namelgk deze lengte = x 
en kortheidshalve \[p — q):=zd ^ dus 

p — \ G -^^ d en gr — |C — (>. 

De driehoeken ACD , BCD geven volgens form. (15) 

AD* =: a?* 4- &* •— 2hx cosp 
BD* = a?* -H- a* — 2ax cos*qj 

waaruit door aftrekking volgt , 

a* — b*=s:2x{a cos q^h cos p)=:z2x^a cos i^C — d) — bcos{^0+^)l 

= 2a? ( (a — b) cos \ C cos d + {a + b) sin i C sin dl 
of ^.±l=x cos { C cos dAl+±±ltg { G tg sL 
Maar volgens (o) is 

a — o 
en hierdoor herleidt zich de vorige vergelijking tot de meer een- 
voudige 

cos \G 


Dus X = I (a4-6) — pp r, 

* cos^ip'-qy 

in welke formule het halve verschil der hoeken ^ en ^ reeds uit 
(o) bekend is. 

Zie hier nog eene andere wijze om tot dezelfde uitkomst te 
geraken. Men heeft namelijk 

Inh. drieh. BCD = { axsinq, 

Inh, drieh. ACD zz \ bx sinp , 

Inh. drieh. ABC =z \ absin C. 

Derhalve x{asinq -f- bsinp) =5 (^ sin C, 


/'/ 
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« 

Maar uit de hiervoor gevondene evenredigheid 

a : c ^=: sinp : sinq^ 

volgt asinq z= h sinp , 

en (a + 6) sin ^ = 5 {tdnp -h sin ^), 

Derhalve 

^ absinG hsinG ^ {a^h)9inG ^ \(a+b)co8\G 

a8inq'{'h8inp ^Hnq 2[8inp'^sinq) co8{(p — q) ' 


X 

even als hierboven. 


§ 11. 

Toepassing der driehoeksmeting op eenige vraagstukken tot 
de toegepaste meetkunde behoorende, 

59. De middelen, waarvan men zich in de toegepaste meet- 
kunde bij het opmeten ven eenig terrein bedient, tot het bepa- 
len van hoogten , afstanden en richtingen der verschillende voor- 
werpen, bestaan hoofdzakelijk in meetstaven en kettingen voor 
het meten van afstanden^ en in werktuigen bestemd tot het 
meten van ho^en^ zoo als de sextant, het astrolabium, de gra- 
phometer, de theodoliet^ de repetitie-cirkel van Borda, en andere 
van gelijken aard. Het behoort niet tot het doel van dit werkje , 
aangaande het gebruik dezer toestellen in eenige bijzonderheden 
te treden. Bij gebrek van mondeling onderricht hieromtrent, 
zal men de werken, die opzettelijk daarover handelen, dienen 
te raadplegen. Wg moeten ons dan hier bepalen tot het voor- 
dragen van enkele belangr^'ke vraagstukken , die betrekking heb- 
ben op de toepassing der meetkunde op de geodesie, en waarin 
de hiervoren gevondene formulen der driehoeksmeting een nuttig 
gebruik zullen vinden. 

A. Het bepaleh yajx HOoaTSir. 

60. Om de hoogte van een verheven voorwerp AB (fig. 14) 
(een toren , zuil , enz.) , dat tot aan den voet genaakbaar is , te 
bepalen, is de volgende handelwijze de eenvoudigste. 

Op zekeren afstand b. v. in C plaatst men een baken CC', wiens 
hoogte h bekend is , meet den afstand CB en den hoek AC'B' , 
die de l^n naar den top des torens met de horizontale Ign C'B' 
inaakt. 
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ij CB = C'B' = a, L ACB' = a, AB = x, 

dan is in den rechthoekigen driehoek ACE' 

AB' = atanffa 

of, omdat AB = AB' -f- BB' = AB' + CC' 

X = a tanga 4- A (i) 

door welke formule de gevraagde hoogte kan berekend worden. 
Is de Yoet van het voorwerp ongenaakbaar , maar kan toch de 
meting in de richting van den voet geschieden, dan plaatst men 
twee bakens van gelijke hoogte CC* en DD' , zoodanig , dat zij 
met den voet in eene rechte lijn liggen , met den afstand CD 
der bakens en de hoeken AC'B' en AD'B'. Stellende 

CC' = DD' = BB' =t A, CD = a, AB = ar, 

L AC'B' = «, L AD'B' = /?, 

dan is in A AC'D' 

AC' AD' CD' 


sin fi sin ft sin (^— «) ' 

waaruit volgt 

A n» *»** fi kT\i sina 
AC = « . ^^ — r, AD = a -T— ra r. 

sin(^ — ay 8tnifi~u) 

De gevraagde hoogte wordt nu gevonden door de formule 

a?==AC'ma + A==AD'atn/? + * = ce?^^^!i^4-A . (2) 

s%n(p — a) 

terwijl tevens de afstanden der bakens tot den voet des torens 

worden berekend door de formulen 

ri.D/ An/ sin p cos a 

C B= AC cosa ^: a . ^. - ■ , 

8tn (p—a) 

DB' = AD' cosfi = a £!^?4^. 

8tn {p — a) 

Formule (2) kan ook op de volgende w^ze afgeleid worden. 

In A AC'B' is 

BC' = AB' c€ta^ 
en in A AD'B' 

BD' = AB' cotp^ 
derhalve 

a = BC' — BD' = hB'(cota — cot^), 
gevende 

4 T2* a sina sin B 

COta — cotp 9%n\p — «) 
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derhalye 

^ — « -—Ta — . 4- ^ (2) 

stn (p— o) 

Voor |> = 90® gaat (2) over in 

X :=z a tang a -j- h, 

zijnde weder fonnale (1) en werkelijk valt in deze onderstelling de 
tweede baken DD' samen met den voet van het te meten voorwerp. 

Vooriead. Zij a = 89-.7 , h = !•. 5 , 

o = 34» 3' 30% fi = 56« 17' 10' ; 

men zal vinden 

AB = 112-,595. 

61. Is de voet van het voorwerp ongenaakbaar en kan de 
meting niet in de richting van den voet plaats grijpen , dan kan 
men den volgenden weg inslaan» 

Men plaatst in eene willekeurige richting twee bakens C en D 
(fig. 15), waarvan de afstand i gemeten wordt. (De hoogte der 
bakens zullen wij hier en in het vervolg buiten rekening laten , 
daar zij , zooals wij gezien hebben , slechts bij de berekende hoogte 
behoeft opgeteld te worden, om de werkel^ke hoogte van het 
voorwerp te verkrjjgcn). Uit elk der bakens meet men vervol- 
gens den hoek, waaronder de toren wordt gezien en den hoek 
tnssohen den top des torens en den anderen baken, dan heeft 
men een voldoend aantal gegevens om de gevraagde hoogte te 
berekenen. 

Zij namelgk 

CD=:a, AB = ir, LACB = «, L ACD = /?, L ADB=a', 

LADB = /9\ 

dan is in A ACD 

AC ^ AD _ a 

sin ^' sinfi simj^-i-^y 

deAalve 

AC = a -.-4^,, AD = a -r^^-Vv 

Verder volgt uit de rechthoekige driehoeken ACB en ADB 

AB •= AC 8%na z=: AD sina' 
o ^ — « ^n g sin fi' _ sin a' sin fi .«v 

yit deze uitkomst blgkti dat de gemeten hoeken onderling niet 


onafhankeiyk zijn, maar tusschen hen de betrekking bestaat 

welke uit de figunr ook gemakkelijk kan afgeleid worden. Daar- 
door zou men van de vier hoeken slechts drie behoeven te meten 
en den vierden kunnen berekenen , doch het is beter al de hoe- 
ken te meten en de betrekking als verificatie voor de juistheid 
der meting te gebruiken. 

De afstanden van de bakens tot het voorwerp worden gegeven 
door de formulen 

no krt COSa SÏn S* 
CB = AC co* a = a -r-TÖ TT 1 

Tkr» k T\ / COS a' sin B 

DB = AD cosa' ^ a . ^- — ^^f . 

62. Onder dezelfde omstandigheden kan de bepaling van de 
hoogte ook op de volgende wjjze geschieden. 

Men plaatst in eene willekeurige horizontale rechte lijn drie 
bakens C , D , E (fig. 16) , waarvan de onderlinge afstanden wor- 
den gemeten ; vervolgens meet men de hoeken , waaronder het 
voorwerp AB uit de bakens wordt gezien. Zij 

CD = a, DE = 6, L ACB=:a, L ADB = /?, L AEB = y, 

en laat men uit B eene loodlijn BF op CE neer , dan is in de 
driehoeken CBD en DBE: 

BC* = CD* + BD* H- 2CD.DF, 
BE* = DE* + BD* — 2DE.DF, 

of omdat 

CB = xcotot^ DR = xcotpj EB = xcoty^ 
a?* eot^ a z=z a^ 4- a?» cot* /? + 2a DF, 
a;* cot* y = ft* 4- a?* co^* /j — 26 DP ; 

en hieruit DF elimineerende , komt er 

X* (b cot^ a -h a cot^ Y) = (a + ft) a?* co^* /?4-a6 (a-f-ft); 
gevende 

a, ::= 1/ ab{a + b) ,^. 

*^ bcot* a-^ (a'4- b) cot^ ^-^acot^y • • v; 

Opdat deze uitdrukking bestaanbaar zij , moet de noemer po- 
sitief zijn en dit kan altijd verkregen worden door ^ grooter te 
nemen dan a en y. Daartoe moet deze hoek het dichtst bij , dus 
o en y ter wederzijde van de loodlgn BF gelegen zijn. Op de 
volgende wijze kan formule (4) voor de berekening met logarith- 
men geschikt gemaakt worden, 
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/ Schrgfl; men haar in den vorm 


, oé (a -f- ft) 


«■z=: 


ab (a-f-ft) 


a{coty + cot$) (cot Y ^cotfi) -f- ft (cat a -j- cot /?) {cot a-^cotfi) 

gft (g + ft) sin^ a sin^ ff sin^ y 

asin* a8in{fi+Y)8in{^ — y) -H &«n* 3rm(ff-f-«)«»n(ff — «) 

g (g -f- ft) ^*^* « ^'w^ 1? 
sin {§ -+- o) sin (ff — g) ^ 

"^ 1 t <> ^^^* <» *^^ (<^ "^ y) ^^ (<^ — y) 
ft «»* y «n (ff -h «) «» (ff — «) 

i 

g gtn* « m (ff 4- y) sin (ff — y) _ ^ , 
ft wn« y «m(ff + «) «n (ff — o) ^ ^ ' 

^^ siny h wn(ff + «) m(ff — a) ' 


Stellende nu 


dan wordt 


« / . i.\ sin^ a sin^ B cos* €p 

er* = g (g -4- ft) s — ^^ — -^ — 

^ ^ ^tn (ff -f. a) «m (ff — «) 


derhalve 

'O > g (a + ft) 
x^=stna8tn3cosg>i/ — — ^ ^, . \ ^ , 

«m (ff + «) sin (ff — «) 
waardoor ons doel is bereikt. 

Stelt men de bakens C en E ter wederzijde op gelijken afstand 
van de loodlijn BF, dan wordt a=:y en hierdoor gaat (4) over 
in de veel eenvoudiger uitdrukking 

V gft >•/).. gft 

X = I/—-- — -- — -r-3 = stn a 8in ff ^- 


cot* a — cot* ff sin (ffH- a)«»w(ff — «)* 

B. Hbt bepalen VAir afstaitdev. 

63r Om afstanden , die niet rechtstreeks kunnen gemeten wor- 
den j te bepalen , moet men meestal gebruik maken van hoeken , 
waaronder twee plaatsen uit een zeker oogpunt worden gezien , 
dat zijn de hoeken , gevormd door de lijnen uit het oogpunt naar 
die plaatsen getrokken. Bij de berekening worden die hoeken 
ondersteld te zijn gelegen in het horizontale vlak, zoodat zij tot 
dit vlak moeten herleid worden, wanneer de meting daarin niet 
beeft plaats gehad. Deze herleiding van een hoek tot dm horizon , 
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welke in de geodesie herhaaldelijk moet toegepast worden , kan 
op de volgende wijze volbracht worden. 

Zy ACB (fig. 17) de hoek , die uit het oogpunt G in de ruimte 
is gemeten en herleid moet worden , AC de projectie van AC en 
B'C de projectie van BC op het horizontale vlak, dan moet 
L ACB' worden bepaald. Daartoe meet men de hoeken ACC' 
en BCC', die de lijnen AC en BC met de verticaal van C maken, 
waarvoor ook de hoeken tusschen deze lijnen en hare projectiên 
kannen gemeten worden, zijnde de complementen van de eerst- 
genoemden. 

Stellende nu 

LACB = a, LACC' = /9, LBCC'=:j?'en LA'CB'=^, 
dan neme men op de lijnen AC, CB twee stukken Cc, Cft, elk 
gelijk aan de eenheid van lengtemaat en trekke de loodlgn 00,% 
W op het horizontale vlak, zoo is 

aa* = cos fiy Ca' rz sinfi , 

W = cos /?', Gb' = sin /?'; 

en in A «'Cft' ^ 

a'h'^ == sin^ /? -H «»* ^ — 2 sin fi sin ^ cos g^ 
Trekkende verder ad evenwijdig aan a'b'y dan is 
M* = (cof /? — co« /?')> = cos^ |?4-co«* /3' — 2 cosfieos fi , 
derhalve 

db^ z=ab'^ + bd* =2 — 2 cos fi cos fi' — 2 sin fi sin p* cos <p. 

Maar in den driehoek H ab is tevens a6* z= 2 — 2 co» a, waaruit 
door gelijkstelling dezer beide waarden voor ab^ onmiddellijk volgt 

cos a :=L sin fi sin fi' cos g> + cos ^ cos fi\ 

en alzoo 

^^^ cosa — cos P cos P' /Rv 

costp :=z 00» \y) 

stnpsinp ^ ' 

door welke formule de hoek 9) , dat is de horizontide projectie van 
den hoek a , kan berekend worden. Wij zullen echter in het vol- 
gende hoofdstak eene andere oplossing van dit vraagstuk geven , 
a^eleid uit de bolvormige driehoeksmeting, en daarbij tevens 
eene voor de logarithmische berekening meer geschikte formule 
ter bepaling van den hoek 19 mededeelen. 

64. Om van eene plaats B (fig. 18), waar men zich bevindt, 
den afstand tot eene zichtbare maar ontoegankelijke plaats C te 
bepalen , is de volgende handelwgze de eenvoudigste. Men stelt 
een baken op een punt A , dat van B genaakbaar en waaruit ook 
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C sichtbaar it, meet den afstand AB, benevens de hoeken waar- 
onder men uit elk der pnnten B, A de plaats C en het andere 
pont akeiu Stellende 


AB = a , L CAB 

dan is in A ABC : 

BC _ AC 

= 

a , L CBA = /? , 
AB 

Hn a sinfi 
gevende : 

BC — fl **••* 

h» (o -H (?) 


. . (6) 

waardoor de afstanden van A en B tot C kunnen bereken worden. 
Is men echter niet voorzien van instrumenten voor het meten 
van hoeken^ dan handelt men als volgt. In de richting van G 
naar B plaatst men een baken B' en evenzoo in de richting van 
G naar A een baken A' en meet behalve AB = a nog de afetanden 

BB' = 2> , AA' = è' , BA' = c , AB' = c' , 

dan zgn van de driehoeken ABB' en ABA' de drie zijden be- 
kend , zoodat de hoeken kunnen berekend worden. Hieruit vindt 
men o en ^ als supplementen van L BAA' en L ABB', en deze 
gesubstitueerd in verg. (6) geven de gevraagde afstanden. 

Voorbeeld, Zij a = 38-, b = Se", b' = 60% c = 81-, d' = 97«. 
Men zal vinden BC=:91»,547. 
/f/ 65. Wil men den afstand bepalen van twee plaatsen A en B 

(fig, 19), die beiden ongenaakbaar zijn, dan stelle men bakens 
in twee punten C en D , die onderling toegankelijk en van waar 
de plaatsen A en B zichtbaar zijn , meet den afstand CD en uit 
elk der punten de hoeken, waaronder de beide plaatsen en de 
andere baken gezien worden. Zij 

AB=a?, CD=a^ LACD=^, LBCD=9, LADC=r, LADC = *. 

Nu zijn in elk der driehoeken ACD, CDB bekend eene zijde 
CD, met twee aanliggende hoeken; hierdoor verkrijgt men de 
lengte der vier afstanden CA, CB, DA, DB, zoodat in elk der 
driehoeken ACB , ADB , ter berekening van den begeerden afstand 
AB , bekend worden twee zgden met den ingesloten hoek. 

Noemende de vier voormelde afstanden respectivelijk ^j ^i i 
J^ , ^,1 dan heeft men blijkbaar voor hunne waarden , 
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r=:90'> 25*40 
Aanmerking, 


Wil men nu de onbekende zijde AB door middel van J, d^ en 
den ingesloten hoek p berekenen , zoo kan men , ingevolge de 
aanmerking op het III^^ geval der scheef hoekige driehoeken (n* 49), 

^'Z=itg<p stellen, en de hoeken A en B bepalen door eene der 
o 

formnlen 

/^4(B.-A) = ^(45» — 9)co^i2?, 

of tg(A.+\p) = tg{ib''h9)tgip, 

waann alzoo tg g>:^ — ^ . : — , ^ » 

«tn r 5m (6 •+• r -h s) 

Eindelgk geeft de driehoek AGB 

^ dsinp ^, Hnp 

sin B sin A 

Geiyksoortige formulen vindt men ter berekening van x uit den 
driehoek ADB. 

Vixyrheeld. Zij a = 76«,9. jp=U«59'5. ^=:25«16'25". 

« = 36» 54' 50'. Men zal vinden x = 36",8823. 

De basis CD kan verschillende standen hebben 
ten aanzien van de lijn AB, zoo als afzonderlijk in de figuren 
20, 21 en 22 wordt aangewezen. Na de hiervoor gegevene 
oplossing zal het den leerling gemakkeiyk vallen , voor elk dezer 
bijzondere standen, de formulen te vinden ter berekening van 
den afstand AB uit de vijf gegevens. 

Onderstelt men den afstand AB (fig. 19) bekend , en even als 
in het vorige vraagstuk de vier hoeken ACB , BCC, ADC, ADB 
gemeten , zoo kan hieruit den afstand GD door de volgende be- 
schouwing bepaald worden. 

Het is duidelijk dat , indien men op eene willekeurige 1^'n CD , 
met behulp der vier gegevene hoeken , den vierhoek ABCD con- 
strueert, deze figuur alsdan gelijkvormig z^n zal aan den vier- 
hoek, waarin de onbekende lijn CD met die willekeurige lijn 
eene gelijkstandige zijde is. Men kan alzoo, door middel der 
oplossing van het vorige vraagstuk , den afstand AB berekenen , 
overeenstemmende met eene basis CD gelijk aan de eenheid van 
lengtemaat. Yindt men dus dezen afstand = (2 ellen, en isAB=a 
ellen, dan zal de begeerde afstand CD 3=2r gevonden worden door 
de evenredigheid 


waaruit 


c2 : 1 = a : «, 
jT = ^ ellen. 


i 

c 

\ 
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Voorbeeld. Zij a= 50^,76. i>=il2M 18". 9 = 27M3 20". 
r=:20M6'24'. en « = 32" 4 6\ Men zal vinden x=^ 120^,6927. 

66. Van de vier ontoegankelijke plaatsen A, 6. G, D, (fig. 23) 
op eene rechte lijn gelegen , zijn de afstanden AB en CD tusschen 
de heide eersten en de heide laatsten bekend. Indien men nu uit 
eenige standplaats P de drie gezichtshoeken APB, BPG, CPD heeft 
kunnen waarnemen ^ zal men hieruit den afstand BC, tusschen het 
tweede en derde voorwerp , zoo mede de afstanden van het punt P 
tot elk der vier plaatse op de volgende w0ze kunnen berekenen. 

Men stelle de drie gemeten hoeken = j? , 9 , r; verder de be- 
kende afstanden AB , CD = a , 6 , en den begeerden afstand BC = x. 
De in de figunr aanwezige driehoeken leveren de navolgende 
evenredigheden op : 

a : BP = sinp : sin A, 
PB : a? = sin C : sin q, 

6 : PD = «nr : wn C, 
PD : AD — m A : «n (p -f- ^ 4- r)« 

Al deze evQiiredigheden met elkander vermenigvuldigende, komt 
er, na weglating der gemeenschappelgke factoren, en stellende 
kortheidshalve i? -f- 9 + r = P , 

ab : a? {a 4- ft 4- a?) = **w j? sin r : sin q sin P , 

dus ar> + (a-f- 6)a? - a6 X ''^ ^ ''^ ^. 

stn p sm r 

Zij x^\(a^h)y y dan verandert de laatste vergelijking in 


I Men stelle nu 


{a+by stnp stnr 

2 . .ab sin q sin P 
tg u = — — '^ 5 


a -H é sinp sin r 

dan komt er y -4- 1 = ± «ec a 

en y = — i -^^ seca := tg atg { a ^ 

indien men zich namelijk, ter vermijding eener negatieve waarde 
van y , by het bovenste teeken bepaalt. Derhalve 

X = {(a-{'b)tga.tg \a 

Ter berekening der vier afstanden PA, PB, PC, PD^ stelle men 
in den driehoek APC, waarin de som der hoeken A en C == 180^ — 

A— /?4-9 en = /? — 9), 
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dan volgt uit de driehoeken ABP , BOP , 

T^p asin(^ + q>) X sin (/? — q>) 

sinp sinq ' 

of 8 f»(<g-») _«8»>lg_ 

sin (i? + g>) xsinp 

De afstand x door de hiervoor gevonden formule reeds bekend 
zijnde, zoo zal hierdoor de hulphoek /» insgelijks bepaald zijn. 
Men heeft alzoo de evenredigheid 

sin (l? — gp) : sin{^-{~g>)z=:tg ia : 1 , 

of sin fi cosq> : cos fi sin<p =z 1 -{- tg (a : 1 — tg (a ^ 

dus tg<p z= /^(45« —iA)tg^y 

zoodat al de hoeken in de figuur thans bekend zijn. Derhalve 

p A a sin (p -+- A) p^ asinA. 

sinp sinp 

pQ _ (g -h a?) sin A x sin (p + A) 

sin[p'\'q) sinq 

p-Q __. {a + b-^x) sin A (p + x) sin (/>-!- A) b sin C 

sin{p'+'q'^r) sinq-i-r) sinr* 

Voorbeeld. Zij a = 589«,8. bzzzilS^yl. pz=zSe\ q = ^7\ 
r = 18® , dan zal men vinden x =z 455"*,4. 

O. Problema viK Skelliüs. 

67. Tot de merkwaardigste toepassingen van de driehoeksme- 
ting op de geodesie behoort het vraagstuk, dat hier te lande 
algemeen onder den naam van problema van Skelliüs, in het 
buitenland ook onder dien van vraagstuk van Pothbïtot, bekend 
staat. Snellius toch maakte gebruik van dit vraagstuk bg zijne 
bekende graadmeting , ter bepaling van de grootte des aardbols , 
en bij alle latere geodetische opmetingen is het van uitgestrekte 
toepassing gebleven. 

Het vraagstuk komt neer op de bepaling van de ligging van 
een vierde punt ten opzichte van drie reeds in kaart gebrachte 
punten door middel van twee hoekmetingen. 

Zifn b, V, de onderlinge afstanden van drie plaateen A, B, C 
(fig. 24) bekend y dan is het de vraag de afstanden van elk dezer 
plaatsen tot een vierde in hetzelfde vlak gelegen punt D te bepalen , 
toanneer men de hoeken ADB en BDC waargenomen heeft ^ waar- 
onder deze plaatsen twee aan twee uit het gemelde punt gezien worden, 

7 


't 
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Oadersoheidene wiskundigen hebben hiervan in lateren tijd 
verschillende oplossingen gegeven, waarondor echter de vol- 
gende, die van Delambre afkomstig is, ongetwijfeld de voor- 
keor verdient , daar zy voor de berekening met logarithmen het 
meest geschikt is. 

Wat de meetkundige constructie van dit vraagstuk betreft , zoo 
kan men daarbij op twee verschillende wijzen te werk gaan. Eer- 
stens is het gemakkelijk in te zien , dat indien men op de zijden 
AB en BC van den gegeven driehoek ABC , oirkelsegmenten be- 
schrijft, die respectivelijk de hoeken ADB, BDC bevatten, alsdan 
het snijpunt dezer beide segmenten , het begeerde punt D zal 
opleveren *) In de tweede plaats kan men aldus te werk gaan. 
Men onderstelle om den driehoek ADC een cirkel beschreven , 
snijdende de lijn BD in E, en trekke vervolgens de koorden 
AE , CE , dan is , volgens de eigenschappen des cirkels , 

L ACE = L ADB en L CAE = L BDC, 
waaruit alzoo de navolgende constructie voortvloeit. Trek uit A 
en C lijnen, makende met AC hoeken gelijk aan de geme- 
ten hoeken BDC, ADB, en elkander in E snijdende. Ver- 
leng BE onbepaald , en maak L ACD = L AED , dan zal het 
begeerde punt D bepaald worden door de snijding der lijnen BE 
en CD. Men zoude te dien einde insgelijks uit A de lijn AD 
kunnen trekken , zoodanig dat L CAD =r L DEC zij. Deze 
constructie, waarbij, gelijk men ziet, geene cirkelsegmenten 
behoeven beschreven te worden, levert de gemakkelijkste gra- 
phische oplossing van het problema op. Wg gaan thans tot de 
trigonometrische over. 

Daar de ligging der drie punten A , B , C gegeven is , kan men 
hierb^ als bekend aannemen: AB=:a, BC = ^ en L ABC = a; 
wijders L,ABB=p, LBDC=:^, LBAD = a?, LBCD = y, 
en de onbekends afstanden DA, DB, DC = ^, ^, , d^. 

De driehoeken BAD, BDC geven de evenredigheden 

a : 3^ = sinp : sinx, 
h : d^ =z sinq : siny ^ 

, • asinx b sin y 

* sinp sinq ^ 

waaruit volgt : sinx : siny z=: b sinp : a sin q» 

*) In onze figuur is deze constructie wegens hare eenvoudigheid niet 
uitgevoerd. 
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fltel . ^ :^tg q> , dan verandert de voorgaande evenredigheid in 

ainx i siny ^ 1 i tg q>^ 

dus 9inx'\'8iny : sinx — sin y z=z 1 -^ tg <p : 1 — tg <p^ 

of tg\ (or + y) : ^^ j.(a7— y) = l : ^(45« — 9), 

en ^ I (a?-.y) = ^^ (45» — q>) tg{{x + y). 

Nu is in deze vergelijking i(x-^y) bekend; immers, in den 
vierhoek ABCD heeft men 

derhalve J. (o: + y) = 180« — } (a -f-^ + ^). 

Zg nu kortheidshalve 180'» — J (a +p + ^) = |9 , 

dan is |(af -f- y) = /?. 

De oplossing van ons vraagstuk is derhalve begrepen in het na- 
volgend stelsel formulen : 

^9= -Jf (1) 

/?=i(^ + y) = i80*->H«+i>+9) • • . (2) 

tg\{x^y)=:tgptg{éb^-^g>) . . .". (3) 

xz=:p-+i{x — y), y=?/?-|(a7 — y) ... (4) 

d = <^sin{p-j^x) 

sinp * ^ 

• asinx bsiny ,^. 

o, = — : 7= — : — ^ (6) 

. 8tnp stnq 

^ — ^sinjq^y) ,^^ 

* sinq 

waardoor de onbekenden met behulp der logarithmen gomakkelijk 
kunnen berekend worden. » 

Is de driehoek ABC door zijne drie zijden gegeven, dan zal ^ 
men daarenboven de hoeken A en O kunnen berekenen. De hoe- 
ken X en y volgens de voorgaande formulen bepaald zijnde , zoo 
heeft men hierdoor in den driehoek ADC bekend de zyde ACz=.c, 
en de beide aanliggende hoeken x — A , y — C, waaruit dus de 
afstanden ^, d^ nog kunnen bepaald worden door de formulen 

• c sin (y — C) • c sin {x — A) 

~ sin{p + q) ^ *"^ 8in(p'^q) ^ 

strekkende gelijktijdig tot proef op de juistheid der volgens forra. 
(5) en (7) berekende waarden dezer afstanden. 

Voorbeeld. Zij a =: 2817-,1. b = 3033-,8. c = 3250",4. 
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p zz 100« 9' 20^ I? = 1 17" 14' 25\ Men zal vinden fc:1776-,33. 
d^ = 1895",54 en J, = 1654- 99. 

68. AanfMil^ng. In de yoorgaande oplossing is het stand- 
punt D buiten den driehoek ABC, en wel binnen den hoek B 
aangenomen. Dat punt kan intusschen ten aanzien der drie be- 
kende punten A, B, O op verschillende wijzen gelegen zijn, die 
tot zoo vele verschillende gevallen van oplossing aanleiding geven. 
Zij zijn echter allen , met inachtneming der teekeus vau de goni- 
ometrische vormen , in de hiervoor gevonden formulen begrepen^ 
zoodat wij het niet ondienstig geoordeeld hebben, hier in eenige 
bgzonderheden te treden. 

Istc Q^^ah Onderstellen wij in de eerste plaats, dat het punt 
D zich juist in de richting der liju AC bevinde. In dat bijzonder 
geval zal men hebben: 

i)+ ^ m 180% 
dus } (o? -h y) = ^ = 90 — } a , 

De llbeken ^ en y zijn hier niets anders dan de hoeken A en C 
des driehoeks ABC. De formulen ter berekening der drie afstan- 
den J , ^1 , ^2 blijven dezelfde als te voren.' 

n*-^ Geval. Indien het punt D valt in het verlengde van BA 
(fig. 25) , moet in het stelsel formulen 2> = O gesteld worden. 

Hierdoor wordt 9 = 90% t= 180* , 

cJ, = DB = 6^'L+«', 


^, = DC=:6 


s^na 


8xn q 

welke uitkomsten 'uit de figuur onmiddellijk kunnen ontleend wor- 
den. Het punt A vervalt hierb^ geheel , zooals ook uit den aard 
der zaak blijkt, tenzy de afstanden BA en CA moeten dienen 
om o te berekenen. 

ni'^» Geval. Zy het punt D binnen den driehoek ABC (fig. 26) 
gelegen. De hoeken ABD , BDC worden alsdan stomp. Vervangt 
men deze door hunne supplementen, zoo heeft men 

De waarden van ^ en ^, worden thans 

j.^a8in{p — x) . _ b8in(q -y) 

stnp ' stnq 

terwijl de overige formulen geene verandering ondergaan. 
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IVde öét;©/. Het punt D ligge binnen den hoek A^OB' (fig. 27). 
De hoeken DBC en BDC worden bij dien stand der lijn BD blik- 
baar negatief, terwijl de hoek ^ zal moeten veryangen worden 
door 360® — y , zoodat men heeft, in plaats der form. (2): 

|(a: 4- 360<^ — y) = 180<> ~ } (« +i> — ^) , 

of |(y— ^)=}(«-+-p — ?)• 

De hoek q> tegelijk met q negatief wordende , zoo verandert de 
form. (3) in 

^i(ir-f.y-.360») = ^i(a7 — y + 3600)^(45»-f.^), 
of tg \ (y-^x) —tg \{x — y)tg {^h' -^-ip). 

Deformulen ter bepaling yan 9^ S^^ d^ blijvei^ dezelfde. Immers, 
daar sin (q -h y) overgaat in sin (360® — y — q)=: — «»» (? -h y)» 

zal de breuk ^^^ (^ *+- y j hierdoor geene verandering ondergaan. 

stn q 

Y^'' Geval. Bevindt zich het punt D binnen den hoek B AC, dan 
zal de hoek y wederom te vervangen zijn door 360® — y ? ©ii daarbg 
de hoek q als negatief moeten in rekening gebracht worden, 
waaruit dus dezelfde formulen als voor het IV*® geval ontstaan. 

Men zou echter even goed den hoek y als negatief kunnen be- 
schouwen, en daarbg q vervangen door 360® — q. Hierdoor ver- 
krggt men 

i(^— y) = i(?— P — a), 

en tgi(x-^y)z=itg{(x-^)tg{4:b^-h9), 
als zijnde 9 thans insgelijks negatief geworden , terwijl de overige 
formulen geene verandering ondergaan , hetgeen met de uitkom- 
sten voor het IV*® geval verkregen , geheel overeenstemt. 

VFe Geval. Bg de ligging van het punt D binnen den hoek 
A'BC, veranderen de hoeken jp en ^ in hunne supplementen, 
terwijl « en y beide negatief worden. Hierdoor heeft men 

/9=-|(aj + y)=:180®-}(a + 360''— i>-^), 

en tgi{x — y)=tgi{X'hy)tg(4b^'-q>), 
zonder dat de overige formulen hierdoor eenige w^ziging on- 
dergaan. 

Men kan dit geval ook onmiddell^k tot dat van fig. 21, waarop 
onze formulen gegrond zijn , terug brengen , door te onder- 
stellen , dat hot hoekpunt B des driehoeks ABC beneden de 
lijn AC valt , waardoor a in 360 * — « overgaat , en dus 
K^H-y) in |(« —p -q)') even als hierboven. 


^ V« J^ ~ 7; » ^»01* €*tO Ul«i.k#V/TUU. J 
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Vn^e Geval. Het punt D zij binnen den hoek ACB gelegen. 
De hoek x wordt alsdan negatief, terwijl p rerandert in 360^ — pj 
waardoor 

i(y — «) = ib — fl — «), 

en tg\{x-hy) =tg\(X''y)tg{éb^-^(p). 

Dit geval is blijkbaar gelijkvormig aan het Y^^, en kan daaruit 
afgeleid worden door verwisseling van xin y, van ^ in ^ en van 
a in b. 

Ym^ Geval. Ligt eindehjk het punt D binnen den hoek B'AC', 
dan wordt j9 negatief, en x verandert in 360* — x. Men heeft alzoo 

1(360»— « + y) = 180«-i(a-pH-9), 

of i(« — y) = i(«--i?-+-^) 

en ^ i (aJ + y) = ^ i (y — «) ^ (45» + 9) , 

even als zulks onmiddellijk uit het YF^ geval had kunnen afge- 
leid worden, door eene gelijksoortige onderlinge verwisseling' als 
hiervoor in het Vll*^® geval. 

In elk dezer gevallen blyven de formulen ter bepaling van 
dj J, , Jy insgelgks van toepassing. 

IX^^ Geval. Onderstellen wij nog, dat de drie punten A, B, 
C op eenerechte lijn gelegen zgn, waardoor a= 180». Men heeft 
alsdan ter bepaling der hoeken x en y y 

^ = i{x+y) = 90^^\(p + q)y 

. asinq ^ , /^ \ tgliS^ go) 

terwijl de formulen voor ê, J^, ê^ ook hier zonder eenige ver- 
andering kunnen gebruikt worden. 

69. Het problema van Snellius is voor de volgende uitbreiding 
vatbaar. 

Drie punten A, B, C, (fig. 28) in ligging gegeven zijfide^ heep 
men uit twee andere in hetzelfde vlak gelegen punten D, E, de 
hoeken ADB, BDE, DEB, CEB waargenomen; men vraagt hoeda- 
nig de plaats dezer heide ktatste punten ten aanzien der drie gege- 
vene punten door berekening kan worden bepaald. 

Men stelle AB — a , BC = 6 , L ABC =B , en neme deze groot- 
heden als bekend aan; zij voorts LADB=:a, LBDB = j?, 
L BED = y , L BEC = ^ , en de onbekende hoeken BAD , BCE 
z=:x en y. 
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De driehoeken ADB , BDE , BEC geven de evenredigheden : 

a : DB z=. sina : sinXy 
DB : BE = sinr : sinfij 
BE : 6 c= sin y : sindj 

waaruit door vermenigvuldiging ontstaat 

a : b zn sin a sin ^ sin y : sin x sin ^ sin Ö , 
of sin X : ,sin y •=. h sin a sin / : a sin ^ sin J. 


xr i, ^^ j. <^ sin S sin d 

Men stelle tg q>z=z - — ; — - — ^ — , 

bstna s%n y 


4' 


dus sin x-^siny : sin x — sin y = 1 -h tg <p : 1 — tg ip, 
of tglix-hy) : tgi(x-'y)=z 1 : tg{4b^ — g>)j 

^H^ — y) = ^ (45^ —9) tg\ix-^ y). 
Nu is l (x -i-y) bekend , vermits in den v^fhoek ABOED , 
a?H-y + « + /?-Fy4-<>-FB = 540«, 
dus l{x-hy) = 270» — |(a + ^ + y4- JH-B) = A*. 

De oplossing van dit algemeene vraagstuk is alzoo begrepen in 
het volgend stelsel formulen: 

- a sin 8 sin d .«v 

tgfpzzz . ^ . — (8) 

hstna smy 
tgj[(T — y) = tgm^'^g>)tgfA .... (9) 

«=f*4-|(a?— y), y = A*-i(«-y) . . .(10) 

£^^ ^_ g gtn (g + g) j^g asinx 

sina ^ sin a 

BE=*_^, EC =^«^*»(y+^)l . . . . (11) 

stno ' stno ' 

DE = BD£Hii^±il = BE?*?L(?:±Ji; 
sin y sin /9 

welke formulen in die van het voorgaande vraagstuk overgaan, 

zoodra men de punten D , £ in elkander doet vallen , en dus . 

/9H-y=180® oï sin fi=zsiny stelt. Zulks zal eveneens plaats 

hebben , indien het punt D op de lijn AE gelegen , en dus o + p ^ 

= 180® is, of ook indien het punt E op de lijn DC gelegen, en J 

dus y+^nziSO" is. ; 

Voorbeeld. Zij a=4567*. b = 3998- 5- B = 113« 27' 30\ 
o z= 39» 27' 20'. ^=:65«8'39\ y = 74M9'50". ^=33«55'10'. ! 

Hen zal vinden 

AD = 4579«,912, BD = 7054~,478 , £0 = 3991.^486, 
BE = 6632 ,903, DE = 4701"',615. 
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70. De meetkundige constructie van dit vraigstuk laat zich 
gemakkelijk tot die van het voorgaande terug brengen. 

Men trekke namelijk door de uiteinden D en E eener willekeu- 
rige Ign DE (fig. 29) , twee lijnen onder de hoeken ^ en ^^ , elkan- 
der in B sn^dende, yerder nog twee andere lijnen EC, DA, ma- 
kende met BE en BD de hoeken d en a. Verlengt men nu die 
lynen tot aan hare ontmoeting in B, dan is de ylerhoek DBEP 
gelgkrormig aan den overeenkomstigen yierhoek van fig. 28, en 
dus zijn hierdoor bekend de hoeken p en ^ , waaronder A , B , C 
uit het punt P worden waargenomen. Dit laatste punt nu bepaald 
z^nde yolgens de constructie van het problema yan Snellius , zoo 
vindt men verder de punten D en E , door uit B lijnen te trek- 
ken , makende met BP , de hoeken PBD en PBE van fig. 28. 

Aanmerking. Dit vraagstuk kan insgelijks, ten aanzien van de 
onderlinge ligging der hoekpunten van den vijfhoek, tot vele by- 
zondere gevallen aanleiding geven , waarvoor echter steeds dezelfde 
formulen gelden , met inachtneming slechts der veranderingen , 
welke de teekens der goniometrische vormen zullen ondergaan, 
indien eenige der hoeken van de figuur negatief of grooter dan 
180' worden. Na de uitvoerige behandeling van het problema 
van Snblliüs mogen wij het onderzoek der hierbedoelde gevallen 
den lezer ter eigen oefening overlaten. 

71. Eindelijk kan het problema van Snellius nog de volgende 
wijziging of uitbreiding ondergaan. 

Drie punten A , B , C (fig. 30) in ligging bekend zijnde , zoo heeft 
men de beide eerste uit een vierde punt D , onder den gezichtshoek 
ADB UHMrgenamen. Om het derde punt O te kunnen zien , is 
men verplicht geweest in de richting BD tot in E terug te gaan , 
en heeft men aldaar den hoek BEO waargenomen. Zoo nu tevens 
de afstand DE bekend is , vraagt men hieruit de ligging der pun- 
ten D y 1^ ten aanzien van den driehoek ABC te bepalen. 

Oplossing. Men stelle AB=:a, BC = 6, DE=:^, de bekende 
hoeken ABC , ADB , BEC -r a , ^ , q. Ku is blijkbaar de som 
der hoeken BAD , BCE z= 360« — (« -H^ -H q). 

Zijnu/?=180« — I («•+!> + ?)> dan kan men LBAO=:/?-|-a; 
en L BCE =:fi — x stellen. Uit de driehoeken ADB , BEC volgt nu 
BD ^ asjnj ^ -hx) ^^ gg _ bsinifi—x) 
sinp sinq 

Men heeft derhalve , ter bepaling van x , de vergelijking 

, sin (^ — x) __ sin (/? H- ar) __ ^^ 
sin q sinp 


ich 


o- 
a- 
i- 
e 
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Z^tgg> = ^^^^j dan verandert de voorgaande vergel^king in 

(1 — tff qt) sin ficos X — (1 H- tg q>) cos 6 sin x = -^Ü2. 
Men stelle verder j 

dan komt er \ 

dsinq 

tg IA cos X — smx=Y ^ ,^ / ■ — - .; 

^ '^ bcos^il-htgip) ( 

o • / , d sin q cos u cos (p /^ o\ ' 

^'^ ft cos/? cos (45 «—gp) 1/^2 ^ ^ 

welke formule tot de logarithmische berekening zeer geschikt is , 
en voor den hoek fi — x twee verschillende waarden zal opleve- 
ren , die elkanders supplementen zijn. 
Heeft men dus gevonden sin (ji — x)z=zk ^ dan volgt hieruit 

xz=:fi — Bg sin k 

en x^zfjt-i-Bg sin k — 180<^ , 

terwijl de vier afstanden DA, DB, EB, EC bepaald worden door 
de formulen 

j^^ ^ asin(p-JrP-hx) ^^ _ asin{^- hx) ^ ,^^. 
sinp ' sinp ' * 

CE = ^^^»»( < ^-f-^ — a?) gji _. ft sin (/? — x) 

sinq ' sinq 

De form. (12) toont aan , dat het vraagstuk slechts voor ééne 
oplossing vatbaar is , zoodra de gegevens zoodanig zijn , dat de 
breuk k gelijk aan de eenheid wordt. Bevindt men echter A;>1, 
dan blijkt hieruit , dat de gegevens met het vraagstuk onbestaan- 
baar zijn. In elk ander geval zullen er twee bijzondere standen 
der lijn DE met de gegevens overeenstemmen , gelijk zulks door 
de navolgende meetkundige constructie nader bevestigd wordt. 

72. Men beschrijve op AB en BC (fig. 31)twee cirkelsegmen- 
ten , die respectievelijk de hoeken ^ en ^ kunnen bevatten , dan -^ 
laat zich gemakkelijk uit de figuur opmaken, dat het vraagstuk 
hierop nederkomt , om uit het snijpunt B eene koorde BE te \ 
trekken , zoodanig dat het stuk DE , tusschen de beide cirkel- 
omtrekken bevat , de gegeven lengte d hebbe. Te dien einde 
trekke men uit C de lijn CF onder den hoek BCF=jp, en be- f 
schrijve verder op de lijn FA een cirkelsegment, kunnende den | 

! 
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hoek p bevatten. Nu make men in dat segment de koorden FG , 
F^ , elk geiyk aan de ly n S ; trekke uit A de lijnen AG , Ag , 
snijdende het op AB beschreven cirkelsegment in de punten D 
en d, en vereenige B met D en met d, dan zullen hierdoor de 
twee standen der 1^'n BE bepaald zijn , die aan de gegevens vol- 
doen. Immers, daar L FEB = L FCB =p = L ADB = L FGD, 
zoo is de vierhoek FEDG blijkbaar een parallelogram , en dus 
DE = FG = ^. Hetzelfde bewijs geldt voor de tweede lijn c^Be. 

Is de gegevene lijn d juist zoo lang als de middellijn des cir- 
kels' op AF als koorde, beschreven , dan vereenigen zich beide 
l^nen BE, Be, even als de lijnen FG, F^, tot eene enkele, in 
welk geval het vraagstuk slechts ééne oplossing toelaat. Is ech- 
ter die lijn d grooter dan de middellgn van genoemden cirkel, 
dan strekt zulks ten bewijze dat de gegevens onderling onbe- 
staanbaar zijn. 

Ziehier nu ter toepassing een voorbeeld in getallen. 

Zij a z=z 785"*. h = élé". a = 11?» 41' 26*. p =: 50» 30'. 
^=170 45*. ^z=306*. Men zal voor de eene oplossing vinden 

BD = 1003~,739 ,• BE = 1309'",739 , AD = 510~,553 , 

CE = 1356",758 , 

en voor de andere oplossing : 

BD = 582-, 077 , BE = 888«,077 , AD = 1014-.058 , 

CE = 532",601. ^ 

Aanmerking. Dit vraagstuk , hetwelk bij de onderstelling van 
^ = O , in dat van Snelliüs overgaat , is even als het voorgaande 
voor velerlei belangrijke beschouwingen vatbaar , ten aanzien van 
de onderlinge ligging der vijf punten. Ons bestek niet toelatende 
dienaangaande in bijzonderheden te treden , zoo vermeenen wij 
den weetgierigen lezer te moeten verwijzen naar de Verzameling 
van voorstellen^ uitgegeven door het Wiskundig Genootschap; 
Een onvermoeide arbeid kamt alles te boven, 1815, II. Deel, bladz. 
128 en 205 , alwaar de beide laatste vraagstukken op eene meer 
uitvoerige en leerzame wijze behandeld worden. 




DERDE HOOFDSTUK. 


Bolvormige Driehoeksmeting. 


§ 12. 
Algemeene beschouwing der bolvormige driehoeken, *) 

73. Indien men op het oppervlak van een bol drie punten A , 
fi en C naar welgevallen neemt , en deze door bogen van groote 
cirkels vereenigt, dan ontstaat hieruit een bolvormige driehoek 
ABC (fig. 32), waarvan de inhoud bepaald wordt door het gedeelte 
van het oppervlak des bols , dat binnen de drie gemelde bogen 
besloten is. Zij M het middelpunt van dezen bol , waaruit de 
stralen MA , MB , MC naar de drie hoekpunten des driehoeks 
getrokken zijn. De hierdoor gevormde drievlakkige hoek is blgk- 
baar samengesteld uit drie zgvlakken of vlakke hoeken AMB, 
AMC, BMC, die de bogen of zijden AB , AC, BC van den drie- 
hoek tot maatzullen hebben. 

Onder de hoeken eens bolvormigen driehoeks verstaat men de 
standhoeken tusschen twee der zijvlakken van den drievlakkigen 
hoek, die in het middelpunt des bols gevormd wordt. Aldus is 
b^v. de hoek CAB niets anders dan de standhoek der zijvlakken 
CMA, BMA, wiens grootte bepaald wordt door den hoek, begre- 
pen tusschen de beide raaklijnen , die men in het punt A aan de 


*) Men kan hierbg ook raadplegen : Van Geer. Leerboek der Meet- 
kunde, n, §§ 6, 7 en 17, 
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bogen AC, AB kan trekken; hetwelk eveneens geldt van eiken 
der twee overige hoeken B en C. By deze wijze van beschouwen 
der op den bol beschreven driehoeken wordt tevens stilzwij- 
gend aangenomen, dat elk der drie bogen minder dan 180^ 
bedraagt. 

74. Elke bolvormige driehoek bevat zes onderscheidene samen- 
stellende doelen of elementen , die noodzakelijk zoodanig met 
elkander verbonden z^n , dat drie derzelve voldoende zijn ter 
bepaling van elk der drie overigen. De bolvormige driehoeks- 
meting heeft hoofdzakelijk ten doel de betrekkingen op te spo- 
ren , die tusschen de bekende en de onbekende elementen des 
driehoeks bestaan, ten einde hieruit de regels af te leiden, ter 
berekening van deze onbekenden in elk der onderscheidene ge- 
vallen. 

Tan belang is het hier te doen opmerken , dat , aangezien deze 
zes elementen geene andere z^n dan de drie standhoeken der 
zijvlakken , en de drie hoeken gevormd door de ribben des drie- 
vlakkigen hoeks , zij geheel onafhankelijk zijn van den straal 
des bols. Zij worden steeds door graden uitgedrukt , en bezitten 
alzoo slechts eene betrekkelijke waarde. 

75. In de meetkunde der ruimte wordt betoogd, dat de som 
der vlakke hoeken van een drievlakkigen hoek minder dan 4 J2 

, of 360^ bedraagt , zoo mede dat de som van twee dezer hoeken 
altyd grooter dan de derde hoek is. Deze beide eigenschappen 
op den bolvormigen driehoek overgebracht, leeren ons dat 

1». AB4-AC4-BC<4fi, en 

2». AC-f.AB>BC; AC-f-BC> AB; AB-H-BC > AC; 

dat is , in woorden uitgedrukt : 

1®. Be som der drie zif den eens bolvormigen driehoeks bedraagt 
altijd minder dan 4:R. 

2°. De som van twee der zijden is altijd grooier dan de derde 
zijde, 

76. Wanneer men twee zijden AC, AB des driehoeks ABC 
(fig. 33) tot aan hare ontmoeting in A' verlengt , dan zullen , zoo 
als bekend is, de bogen ACA', ABA' elk gelijk aan 180^ zijn, en 
L A' = L A.. De hierdoor gevormde driehoek A'BC heeft alzoo 
met den eerstgemelden eene gemeenschappelijke zijde BC en een 
gelijken ovérstaanden hoek, terwijl de beide overige zijden en 
hoeken de supplementen zijn van de overeenkomstige elementen 
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in den driehoek ABC. Uit dien hoofde wordt de driehoek A'BG 
de stipplements-ónéhoek van den anderen genaamd, eene bena- 
ming die ook wederkeerig geldt. Op elke der drie zijden eens 
driehoeks laat zich een dusdanige supplements-driehoek beschrij- 
yen. Past men nu de eerste der hieryoren yermelde eigenschap- 
pen op den supplements-driehoek A'BC toe y dan yolgt 

A'04-A'B4-BC<4jB; 
dat is 2i? — AC + 2i? — AB 4- BC < 4i?, 

of AC-f-AB>BC, 

waaruit blijkt, op welke wijze de tweede der bedoelde eigen- 
schappen gemakkelgk uit de eerste kan afgeleid worden. 

De boog DE uit een der hoekpunten A, A' als pool met een 
straal gelijk aan de koorde des kwadrants beschreyen, zal de 
maat yan den hoek A zijn, omdat de bogen AD, AE, elk 90® 
zijnde , de stralen MD , ME loodrecht op de middell^n AA' des 
bols staan , en dus L DME den standhoek der ylakken DAM , 
EAM yoorstelt. 

77. Behalye den supplements driehoek beschouwt men in de bol- 
vormige driehoeksmeting nog den pool- of aspunts driehoek. Deze 
laatste ontstaat door de snijding yan drie bogen yan groote cir- 
kels AC', B'C', AB' (fig. 34), uit dê drie hoekpunten A, B, C 
als polen beschreyen. De driehoek A'B'C' wordt alsdan de pool** 
driehoek yan ABC genaamd^ en bezit de belangrijke eigenschap 
dat zijne drie zifden en hoeken gelijk zijn aan de supplementen der 
overstaande hoeken en zijden des gegeven driehoeks. Zie hier het 
betoog dezer eigenschap. 

Men yerlenge de drie z^den AB , BC , AC (die hier ondersteld 
zijn elk kleiner dan een kwadrant), tot op die des pool-driehoeks , 
dan zullen de bogen Ac, Ae^, Be, B/, Ca, C&, blijkbaar elk 90® 
zgn, terwijl de hoeken A, B, C tot maat zullen hebben de bogen 
cd , ef en ab. Verder blijkt uit deze constructie ten duidelgkste , 
dat de hoeken in 2» en e recht, en dus de bogen A'e, A'b elk 
gelijk 90® zullen zijn; waaruit yolgt, dat het hoekpunt A' weder- 
keerig de pool is yan den oyerstaanden boog BC , en op gelijke 
wyze, dat B', C' de polen zgn der oyerstaande bogen AC, AB. 
Nu is klaarbl^kelijk 

A'6 -f- Ba = 180® , 

of wel A'B' + 05 = 180®, 

en aangezien oib de maat is yan den hoek C , zal A'B' = 180^ — C, 
of het supplement yait den oyerstaanden hoek C zijn. Op gel^ke 


110 

wgze betoogt men dat 

BC' = ISO'^ — A, en A'C' = 180" — B. 

De bogen Be , C& , elk een kwadrant zijnde , zoo heeft men 

Be-f-C6 = BC-f-fte = 180» , 

maar de boog he de maat van den hoek A' yoorstellende , zoo 
volgt hieruit A' = 180'' — BC , eu op gelijke wijze B' = 180'' — AC, 
C' = 180* — AB , waardoor do genoemde tweeledige eigenschap 
bewezen is. 

Indien eene of twee zijden des driehoeks grooter dan een kwa- 
drant mochten z^n , gaat de eigenschap even goed door^ waarvan 
men zich door eene bijzondere daartoe betrekkelijke figuur ge- 
makkelijk zal kunnen overtuigen. Het geval waarin elke der drie 
zijden > 90°, wordt reeds door onze figuur zelve betoogd , dewijl 
A'B'C' zulk een driehoek , en ABC zijn pool-driehoek voorstelt. 
Yereenigt men voorts de hoekpunten C, C' door een boog des 
groeten cirkels , snijdende de zijden AB, A'B' in de punten D, D', 
dan zal het vlak van dien boog, uithoofde C de pool van A'B' 
is , tegelijkertijd loodrecht staan op de zijden AB, AB' , en omdat 
CD = CD' = SO*» , zoo volgt hieruit tevens 

CD -f- CD* = CD -f- G'l^' = 180». 

De loodrechte hogen in heide driehoeken zijn dus mede elkanders, 
supplementen. Uit het hiervoor betoogde kan men nu onmiddel- 
lijk de beide volgende eigenschappen der bolvormige driehoeken 
afleiden, namelijk: 

l'*. De som der drie hoeken is alHjd > 2i? en < 62?. 

2^^. De som van twee der hoeken tjerminderd met den derden 
hoek is altifd < 2B. 

Immers heeft men ^ den pool-driehoek (n°. 75) 

BC' -f- AC' -f- AB' < 4R , 
dat is 2B — A -4- 2R — B + 2R — C < 4R , 
of A + B -f- C > 2R, 

en daar elk der drie hoeken < 2R , zal ook 

A -f. B 4- C < 6R 
moeten zijn. 

Yoorts heeft men in ^^i^^^den driehoek 

B'C' + AC' > A'B' , 
of wel 2R — A + 2R — B > 2R — C, 

dat is A + B — C < 2IU 
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Het zal later blijken welk hulpmiddel de beschouwing zoo des 
pool-driehoeks als der supplement-driehoeken oplevert , tot op- 
sporing der betrekkingen tnsschen de elementen van een bolvor- 
migen driehoek. 

78. Even als de vlakke driehoeken worden ook de bolvormige 
in rechthoekige en scheefhoekige driehoeken onderscheiden. Wan- 
neer twee der zijvlakken BMC , AMB (fig. 32) op elkander lood- 
recht staan, zal de hoek B recht zijn, en ABC een rechthoekige 
bolvormige driehoek genaamd worden. De beide overige hoeken 
A , C kunnen alsdan zoo wel scherp als stomp zijn (n°. 77), en 
worden met den naam van scheeve hoeken bestempeld. Staat de 
ribbe MC tevens loodrecht op het vlak MAB, dan is ook de hoek 
A recht , en de zijden AC , BC zullen elk een kwadrant zgn. 
Daarenboven kan nog de hoek C recht zijn, als wanneer men 
een driehoek met drie rechte hoeken verkrggt, waarvan elke 
zijde een kwadrant is , terwijl het oppervlak van zoodanigen 
driehoek het achtste gedeelte van dat des bols bedraagt. Is geen 
der hoeken recht, dan wordt de driehoek een scheefhoekige ge- 
naamd. 

79. Onder een gelijkbeenigen bolvormigen driehoek verstaat 
men een zoodanigen, waarvan twee zijden even groot zijn. De 
hoeken aan de basis zullen alsdan insgelijks aan elkander gelijk 
zijn. Om zulks te betoogen , stelle ABC (fig. 35) zulk een drie- 
hoek voor; laat de basis in het punt D midden door gedeeld , 
en B met D door den boog eens groeten cirkels vereenigd wor- 
den. De driehoeken ABD , BDC , wier zijden elk in het b^ zonder 
aau elkander gelyk zijn, zullen alsdan gelijke hoeken hebben. 
Dit volgt onmiddellijk uit de in de meetkunde betoogde eigen- 
schap dat, wanneer de zijvlakken van twee drievlakkige hoeken 
elk in het bijzonder aan elkander gel^k zyn , de overeenkomstige 
standhoeken dezer vlakken mede aan elkander zullen gelijk zgn. 
Het vlak van den boog BD deelt alzoo den tophoek midden door , 
en zal , omdat L ADB = L. BDC , loodrecht op den boog AC 
staan. De driehoeken ADB, BDC zijn derhalve beide rechthoekig 
in D. Omgekeerd volgt nu ook terstond uit de beschouwing des 
pool-driehoeks, dat elke bolvormige driehoek gelijkbeenig is, 
wanneer twee zijner hoeken even groot zgn. 

In eiken bolvormigen driehoek staat de grootste zijde tegenover 
den groot'Sten hoek , en ook omgokeerd^ Laat , om zulks te betoo- 
gen, in fig. 36 L C > L A ondersteld worden, dan kan men 
door het hoekpunt C een boog CD zoodanig trekken , dat L -^CD 
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= L DAC zij, als wanneer de driehoek ADC gelijkbeenig za] 
zijn. Nu is in den driehoek BDC, CD -f-BD > BC (n*. 75) , dus 
zal At) 4- BD of AE > BC. Het omgekeerde der eigenschap wordt 
op gelijke wyze als bij de vlakke driehoeken betoogd/ zooals 
onmiddellijk met behulp des pool-driehoeks kan geschieden. 

Passen wij de zoo even betoogde eigenschap op den supplements- 
driehoek ABC (flg. 33) toe , dan zal , in de onderstelling van 
BC> AO , ook L BAC > L ABC zijn , dat is indien BC> 2R — 
AC of BC H- A'0 > 180% zal tevens L CAB = \_ CAB > 180» — 
L CBA' of L BAC -4- L CBA' > 180^ Had men BC < AC onder- 
steld , dan zou elke dezer sommen < 180^ bevonden zijn ; waaruit 
wij deze nieuwe eigenschap des bolvormigen driehoeks leeren 
kennen , dat de som van twee der hoeken grooter of kleiner dan 
180° is j naar dat de som der overstaande zijden grooter of kleiner 
dan 180® ia, en zoo ook omgekeerd; eene belangrijke eigenschap, 
die , gelijk wij hierna zullen zien , een geschikt kenmerk ople- 
^vert om bg de oplossing van enkele gevallen, spoedig te doen 
beslissen of een der elementen scherp of stomp moet genomen 
worden. 

Zie hier twee gevolgen , die zich uit de beide laatste eigen- 
schappen onmiddellijk laten afleiden. 

Indien de som van twee zijden > 180", zal de hoek over de 
grootste dezer zijden aU0d stomp ^ en ook de zijde over den grootsten 
der beide hoeken gelegen^ stomp zijn. Indien de som van twee 
zijden < 180^, zal de hoek over de kleinste dezer zijden altijd 
scherp , en ook de zijde over den kleinsten der beide hoeken scherp zijn. ^.y 

Na deze algemeene eigenschappen der bolvormige driehoeken 
verklaard te hebben, gaan wij over tot het onderzoek der be- 
trekkingen , die tusschen hunne hoeken en zijden bestaan , en tot 
de oplossing der onderscheidene gevallen moeten strekken. 


§ 13. 

Afleiding der grondformtUen. 

^0. Daar een bolvormige driehoek even als een drievlakkige 
hoek in het algemeen door elke drie zijner elementen is bepaald , 
zullen de formulen, die de betrekkingen tusschen de elementen 
uitdrukken , minstens vier dezer grootheden moeten bevatten , 
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zoodat door elke betrekking een onbekend element uit drie ge- 
gevene kan opgelost worden. De zes elementen van den drie- 
hoek kunnen op vijftien manieren, vier aan vier, gecombineerd 
worden, zoodat er vijftien betrekkingen tusschen de verschillende 
elementen des driehoeks , vier aan vier moeten bestaan , opdat 
het mogelijk zal zijn uit elke drie gegeven elementen de drie 
andere onafhankelijk van elkander te berekenen. Deze vijftien 
betrekkingen worden genoemd de grondformukn / zij bevatten in 
hare verschillende samenstellingen de oplossing van alle vraag- 
stukken , die in de bolvormige driehoeksmeting kunnen voorko- 
men. Met hare afleiding zullen wij ons in de eerste plaats bezig 

houden. , , . , , i-i i. x -j 

Jfl. Zij ABC (fig. 37) een bolvormige driehoek , O het mid- 
delpunt van den bol, waarop hij is beschreven; trekken wij dan 
in een der hoekpunten A raaklijnen tot de cirkelbogen , die in 
dat punt samen komen, waarvan de eene AD de ribbe OB in D, 
en de andere de ribbe OC in E snijdt, zoo is L DAE de bolvor- 
mige hoek A en tevens de standhoek der vlakken BOA en CO A. 
Stellen wij den straal des bols gelijk aan de eenheid, dat ge- 
schieden kan, omdat hij de straal is van alle groote cirkelbogen, 
dus ook van hunne goniometrische grootheden , en noemen als 
m de vlakke driehoeksmeting de zijden met de kleine letters der 
overliggende hoekpunten, dus 

hoog AB =r L AOB =r c , 

boog AC = L AOC = h , 

hoog BC z= L BOC = a , 
dan is in den rechthoekigen driehoek OAD , 

AD = tang c , OD = sec c ; 

evenzoo is in A AOB 

AE = tang h, OE = secb. 

Yerder is in A DAB en A DOE (n« 40). 

DE* = AD* -+- AE> — 2AD . AE co^A 
-_ OD» 4- OB» — 20D . OE cosa^ 

dat is door substitutie der voorgaande waarden, 

tang^c ^ tang^h -- 2tangctanghcosA =1 
s^% c -f. sec^ h — 2secc sech costty 

of, omdat sec^ a = 1 + tang^ a , 

— ^tangcJangh cos A = 2 — 2secc secb cosa, 
m c sec^s a j»; 1 -4- tang c tang b cosA, 

8 
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-vermenigvuldigende met cos b coa c : 

// cos a z=z co8b cos c -f- sin b sin c cos A , 

zgnde eene betrekking tusschen vier elementen eens bolvonnigen 
driehoeks. 

Door dezelfde bewerking op elk der hoekpunten toe te passen 
of ook volgens den gewonen regel der symmetrie , vindt men door 
behoorl^ke omzetting van letters : 

cosa = cosb cosc -f- sinb sinc cos A j 

cosb =z cosa cosc -f- sina sinc cosB [ (1) 

cosc z:z cosa cosb + sina sinb cosC ) 

Daar in deze drie formnlen de zes elementen des driehoeks 
voorkomen, zouden zij, streng genomen, voldoende zgn voorde 
oplossing yan alle gevallen der driehoeksmeting, omdat men, de 
drie gevraagde elementen als onbekenden beschouwende, altijd 
drie vergelijkingen met drie onbekenden zou hebben. In de 
meeste gevallen echter zou de oplossing groote moeil^kheden 
opleveren en de vergelijkingen tot hoogen graad opklimmen , 
weshalve het beter is de andere betrekkingen , die tusschen de 
elementen moeten bestaan, op te sporen. Die betrekkingen kun- 
nen alle door herleiding uit de formulen (1) worden afgeleid, om 
welke reden w^ aan deze den naam van hoo/dformtden zullen 
geven. 

82. Uit de eerste formule (1) volgt: 

-^ A cosa '^ cosb cosc ' 

COSAziZ r^^ — : — .; / 

stnb stnc 
derhalve 

^'^ k - > sin^ b sin^ c — (cos a-^cosb cos c) * 

S%n A = {/ r-T^ T-z ^ 

i/\{\ — cos^b){\ — cos* c) — {cosa — cos b cos c)* ^ 




sinb sinc 



_ |/^Jl — cos 

*a- 

- c-os^ b — cos* c 

-h 2 cosa cosb cos c ; 




sinb sinc 



Hieruit volgt: 





sinA_i/^{l — 

cos* 

a — cos* b — cos* c + 2co8aciy8 b cos t 

^] 


sin a sin a sin b sin e 

* 

Het tweede lid dezer vergelijking is geheel symmetrisch ten 
opzichte der grootheden a,^, c, en ondergaat dus geene veran- 
dering , wanneer de letters behoorlijk verwisseld worden ; der- 


/•y Myf^ ti^ G^»*.,-^^ /L-*,.^.^-»^ ^»^ <« -c^ 



^i^<^ 




V^^^-^C^^A-t^t^y,,^ i. U/ ^é 
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halve moet hetzelfde met het eerste lid het geval zyn, hetgeen 
alleen kan plaats hebben , wanneer 

sinA. stnB sinC ,<,. 

8tna stno stnc ^ ' 

waaruit w^ leeren, dat in eiken holvarmigen driehoek de sinussen 
der zijden evenredig zijn aan de sinussen der tegefiovergelegen hoe- 
ken. De standvastige verhouding tusschen den sinus eens hoeks 
en den sinus eener tegenovergelegen zgde wordt de modulus van 
den driehoek genoemd, zoodat 

,, sinA. sinB sinC , . 

sina stno stnc 

De formule (2) wordt overeenkomstig hiermede de sinus- of 
modulus'/ormule genoemd. 

83. Door achtereenvolgens de waarde voor cos c uit de derde 
in de eerste en die van cos h uit de tweede in de eerste der for" 
muien (1) over te brengen, volgt: 

cos a=.cosh (cos aQOsb-{- sin asinb cos C) -4- sin b sin ccosA 

cos a-=-cosc {cos acosc-i- sin a sin c cos B) -h sin bsinccos A] 
of cos a (1 — cos* b) = sin a sin b cos bcosG + sinb sin ccos A 
cosa{l — cos^ c) =r sin a sin ccosccosB + sinb sin ccos A] 

doelende de eerste door sinb^ de tweede door sinc, 

cos a sin b = sin acosbcosG -^ sin c cos A [ . , > 

cos a sin c z=z sin a cos c cos B -{- sin bcos A\ 
Deelt men nogmaals beiden formulen door sin a , en stelt daarna 
volgens (2) 

sin c sin C stnb ^ sin B 


stna 


smA' sina sinA^ 


zoö volgt : cot a sin b =: cos b cos G -i- cot A sin C 

cot a sin cnzcosc cos B-^cotA sin B , 

en deze beide , als bevattende ieder vier elementen , behooren 
weder tot de grondformulen. Door behoorlijke verwisseling van 
letters, geven zij het volgende stelsel: 

cot a sin b r-= sin G co^ A -h cos b cos C 

cot asinc = sin B co^ A -+- coat c cos B 

cot b sin a z=z sin C cot B -^ cos a cos G ^ .^v 

cotbsincrrzsin A cot B + cos ccos A ' ' ' ' 

cot c sina ZIT sin BcotG+cosacosB 

cot c sin b ^z sin A cot C '•\' cos b cos A 


116 

Deze zes grondforraulen worden ter onderscheiding van de an- 
dereu de formiden der cotangenten genoemd. Den opmerkzamen 
leerling zal het niet moeilijk vallen een regel te ontdekken, waar- 
door deze formulen gemakkelijk in het hoofd zijn te prenten. 

84. Om het laatste stel grondformulen te ontdekken , keeren 
wg terug tot de voorgaande formulen {h) , en nemen daaryai^: 

cos a8inh = sin a cos b €08 0-+- sin ccos A, /'' 
evenzoo is 

cos hsina=:sinbco8acosC'^ sin coosB; 

door de laatste met cos C te vermenigvuldig en bij de eerste op 
te tellen, volgt: 

cos asinb=zcosa sin bcos^ G + pdc {cos A 4- co« B cos C) , 

dus cosA'\'CosBco8C=^cosa—- (i ~-co8^ C): 

/ sinc 

daar echter 

sinB 



sin c sin C ' 
wordt cos A -^j/cos BcosC = sin B sin C cos a 

of cos A ^— cos B C05 O -f- sin B sin Ccosa ; 

door behoorigke/omzetting van letters, verkrijgen wij hieruit 

cos Aéz — cos B co* C -f- sinBsin Gcosa\ 

/ cos.^^^ — cosAcosG-^sinAsinQcosbS (4) 

cos C = — cos A cos B -f- sin AsinBcosc] 

en hiermede is het stelsel van vijftien grondformulen volledig 
gevonden. Door de formulen (1) — (4) moeten dus alle gevallen 
d^r driehoeksmeting opgelost kunnen worden. 

85. De voorgaande afleiding der grondformulen, het eerst door 
EuLERen Lagrangb gegeven, verdient de voorkeur, omdat hierbij 
alle uit eene enkele , die wg de hoofdformule hebben genoemd , 
zijn gevonden. Wij zullen nu tot bevestiging en toelichting aan- 
toonen , hoe zy ook door meetkundige beschouwing aan de figuur 
kunnen ontleend worden. 

Daartoe laten wij uit een der hoekpunten B (fig. 37)eenelood- 
lijn BG neer op het overstaande zijvlak, trekken BH en BL lood- 
recht op OA en OC , dan zijn volgens bekende meetkundige eigen- 
schappen ook GH en GL loodrecht op OA en OC, zoodat de 
hoeken BHG en BLG de standhoeken op de ribben OA en OC , 
dat zijn de hoeken A en C , voorstellen. Trekken wg nog Hl 


ffj /^^,* d^ L^ 


c_> 


k<-€^ 
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evenw^dig aan OL en GE eyenwijdig aan 00 , dan is dê figaur 
voor ons doel voUedig. 
Nu is : 

K OL = OI-hIL. 

Maar OL = OB cos a :z=: cos a . / 

01 = OH , cosb = OB cos c . cos h zz^ cos c cos bj 
IL = Ka = HGstnGHK, 
of, omdat wegens onderling loodrechten stand der beenen, 

L GHK = L AOO = b , 
en HG = BH cos A =z OB sin c ^' cos A := sin c . cos A^ 
wordt IL = sinb sinc cos A, 

door substitutie volgt 

cos a =: cosb cos 6 -f- sin b sinc cos A . . . • (i) 

zijnde de hoofdformule , op eene andere wijze dan in het begin 
dezer paragraaf uit de figuur afgeleid. 

2e. De rechthoekige driehoeken BHG en BLG geven : 

BG = BH^mA — BLwnÖ 

of sin csinA-=z sin a sinG (2) 

zgnde de sinus of modulus-formule. 

3^ IH = IK 4- KH. ' 

Hierin is 

IH = ORsinb zzi^sinb cosCj 
IK == LG = BL co* C = sin a cqsC , 
KH = GHcosGHK = aRcosb 
= BH COS A cosb =. cosb sinc cos k ; 

derhalve 

sin b cosc =: sin acos C\ -|- cos b sin c cos Aj 

S'tn CL SIM A. 

ol door «in c doelende en -. — door .—7=^ vervangende 

Sin c sin C 

cot c sin b = sin A cotG + cosb cos k , . . (3) 

^zijnde eene der cotangenten-formulen. 

Passen wij nu de formulen (1) — (3) toe op den pool-driehoek , 
waarvan de gelijknamige elementen door accenten zullen aange- 
duid worden, dan is 

cosa' = cosb' cosc' + sinb' sinc' cos A\ 

sin c' sin A' = sin a' sin C', 
cot c' sin b' z=z sin A* cotC -f- cos b' cos A' , 
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yerrangende hierin, overeenkomstig de eigensck'appen van den 
pooldriehoek {n^ 77), a' door 180' — A , A' door 180« — a, en»., 
dan wordt 
coê (180»— A) = cos (180* -B)co« (180»— C) -h sin (180<>— B) 

sin (180«— C) cos (180»— a) , 
sin (180«— C) sin (180»— a) -:: sin (180»— A) sin ( 180»— c) , 
cot (180»— C) sin (180»— B) = sin ( 180»— «) cat (180«— c) -h 

cos 080»— B)co« (180»^— a) , 

of co« A =: — cos B co« C -h sin BsinCcosa . . . (4) 

sin G sin a zn sin A sin c (2) 

cot c sin a z=z sin B cot O -\- cos a cos B (3) 

Op deze wijze is uit formule (1 ) eene formule (4) gevonden , 
formule (2) bleef onveranderd, formule (3) geeft eene andere for- 
mule van hetzelfde stelsel terug. Door behoorlijke verwisseling 
van letters verkrijgen wij derhalve het geheele stel der v^ftien 
grondformulen. 

§ 14. 

FormtUen» voor de rechthoekige driehoeken. 

86. Is in een bolvormigen driehoek een der hoeken recht, 
dan zijn twee gegevens voldoende om den driehoek te bepalen. 
De formulen , die de betrekkingen tusschen de elementen uit- 
drukken , mogen derhalve slechts drie grootheden bevatten , on 
daar vijf grootheden drie aan drie op tien wijzen kunnen gecom- 
bineerd worden, zal men voor de oplossing van alle gevallen 
tien formulen moeten hebben. Deze kunnen gemakkelijk uit de 
grondformulen worden afgeleid door een der hoeken als recht aan 
te nemen. 

Stellen wij in de formulen (1) — (4) der vorige paragraat C = 
90^, dan wordt c de hypotenusa: aen b zijnde rechthoekszijden , 
A en B de scheeve hoeken. 

De grondformulen^ waarin A niet voorkomt, komen voor de 
rechthoekige driehoeken niet in aanmerking, omdat zij mee^ dan 
drie elementen bevatten. 

De formulen (1) geven nu 

cos c :=z cos a cos b (5) 


/• 
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üe formolen (2) gaan over in 

sina = sinc ainA) .^. 

sm b zn itnc stnB) * 

De formnlen (3) worden 

cota sinb = cotA.^ 
cotb $ina = cotBj 
cotc sina = cosa caaB , 
cotc sin b z= casb cosA , 
of; tang a = sin b tang A) ... 

tang b =: sin a tang B\ 
tanga = tangc cos B^ .^. 

tang b = tang c cos A\ ' '" ' ' ' 

Ëindel^'k geren de formnlen (4, 

cos A z=: cosa sinB^ .^. 

cosB =z cosb sinA) ' ^ '^ 

en cos A cos B =z sin A sin B cos c 

of cosc =1 cotAcotB (10) 

waardoor de tien aangekondigde grondformulen voor de rechthoe* 
kige driehoeken gevonden zijn. 

87. Voor dat wy tot de nadere beschouwing dezer formnlen 
overgaan , is het niet ondienstig aan te toonen , hoe zij onafhan- 
kelijk van de oorspronkelijke grondformulen op zichzelven uit 
eene figuur kunnen gevonden worden. 

Zij namelijk ABC (fig. 38) een bolvormige driehoek, die recht- 
hoekig is in O en zij BE loodrecht op MA, BD loodrecht op MC, 
zoodat L BED = A is. Nu volgt uit A MED 

^ MEI = MD cosb 
of cos c =z cos a cos b (5) 

In A BED is 

BD = BE sin A 

of sin a =: sin c sin A (6) 

en BD =: EDton^A; 

maar in A MED is 

ED = MD sin b = cos asinb j 

derhalve door substitutie in de voorgaande 

sin a = cos a sin b tang A , 
of tang a =z sinb tang A ....... (7) 

Eindelijk is nog < 

ED z= BE co« A ; 
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maar £D = ME tcmg b =z cosc tang b , 

BE = MBsinc = ^»c, 

derhalve cosc tangb = sinc co^A, 

of iang b = tang c cosk (8) 

Nemen wij de verg. (6) en (8) in dezen yorm 

sina = sinc sink. 
tang a = tang c cosB^ 

dan volgt door deeling 

sin A 
cos a=z cos c - — =r , 

cos B 
cos c 

of, omdat ingevolge (5) zizcosb, 

' cosa 

cos'B :=! cos b sin k (9) 

evenzoo is 

cos k r= cos a sinB 

en deze vermenigvuldigende 

cos "Bcos k =: cos b cos a sin k sinB, 
of, volgens (5) 

cosc z=: cotk colB (lO) 

waardoor alle formulen terug zijn gevonden. 

88. De eenvoudige vorm^ waarin al de formulen der recht- 
hoekige driehoeken voorkomen, maakt het gemakkelijk ze op de 
volgende wijze in woorden uit te drukken en daardoor in het ge- 
heugen te prenten. 

1^. De cosinus der hypotenusa is gelijk aan het product van de 
cosinussen der rechthoekszij den en ook gelijk aan het product van 
de cotangenten der scheeve hoeken. 

2^. De sinus van elke rechthoekszijdé is gelijk aan het product 
van den sinus der hypotenusa en den sinus van den tegenovergele- 
gen hoek, 

3^. De tangens van elke rechthoekszijdé is gelijk aan het product 
van den sinus der andere rechthoekszijdé en den tangens van den 
overstaanden hoek. 

4e. De tangens van elke rechthoekszijdé is gelijk aan hel pro- 
duet van den tangens der hypotenusa en den cosinus van den aan- 
gelegen hoek. 

5^. De cosinus van eiken scheeven hoek is gelijk aan het product 
van den cosinus der tegenoverliggende zijde en den sinus van den 
anderen scheeven hoek. 



X^^Z^^^ /^</ ^^5i*c*.<J^^^ ^l^k^^^ ^-^C/P^-^,^^ cCé^ -^^]^^>^ 
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Verder doen ons de voorgaande formulen de volgende eigen- 
schappen der rechthoekige bolvormige driehoeken kennen. 

De hypotenusa zal scherp zijn, indien de rechthoeks zijden of de 
scheeve hoeken beide scherp of beide slomp , dat is , gelijksoortig zijn. 
De hypotenusa zal stomp zijn , indien de beide rechthoekszijden of 
de beide scheeve hoeken ongelijksoortig zijn. Elke scheeve hoek is 
van dezelfde soort als de overstaande rechthoeks zij de , dat is , indien 
eene dezer zijden < zz: o/ > 90^ , zal ook de overstaande hoek 
<^z=i of > 90^ zijn , en omgekeerd. 

8^ Er bestaat een eenvoudig hulpmiddel om de formulen 
voor de rechthoekige driehoeken in een enkelen regel samen 
te vatten , en aldus het geheugen te gemoet te komen. 

ABC (fig. 39) zij namelijk een willekeurige rechthoekige drie- 
hoek. Men neme op den bol nog drie apdere punten D, £, F, 
die de polen zijn der bogen AC , AB, BC^ dan is het duidelgk^ 
vooreerst , dat. de punten D en F in het verlengde der bogen 
CB , CA zullen liggen , en de bogen CF , CD elk een kwadrant 
zullen zijn. Yereenigt men nu de punten D , E , F door bogen 
van groote cirkels , en trekt men uit A dergelijke bogen naar E 
en D , die noodzakelijk elk een kwadrant zullen zijn , dan zal het 
punt A de pool van den boog DE , en even zoo het punt B die 
van den boog EF zgn. Verder heeft men L EAB = L DAC = 
90^. Derhalve L BAC = L EAD = boog ED. Op gelgke wgze 
betoogt men , dat L ABC =r boog EF. 

De bolvormige vijfhoek ABDEF is alzoo van dien aard, dat 
hg door drie op elkander volgende hoekpunten geheel bepaald 
wordt , dewijl de twee overige hoekpunten , zoo als uit de figuur 
terstond op te maken is, steeds de polen zijn der twee bogen, 
welke de drie gegevene hoekpunten naar rangorde vereenigen. 
Hieruit mag men besluiten , dat elke betrekking tusschen drie 
achtervolgende zijden des vijf hoeks , insgelijks van toepassing zal 
zgn op drie andere zijner zijden, elkander in gelgke rangorde 
opvolgende. ('J 

Dit opgemerkt hebbende , zoo neme men eene der tien formulen 
(5) — (10), bijv. formule (6), als bewezen aan, enbrenge deze op 
den vijfhoek over , wiens zijden blijkbaar van de vijf elementen 
des driehoeks afhankelijk zijn , dan zal , omdat in den driehoek ABC 

sin BC = sin AB sin A , 
voor den vijfhoek 

cos BD = sin AB sin DE 
^sijn; welke betrekking aldus in woorden kan uitgedrukt worden: 
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De cosinus van eene der zijden des vïjfhoeks is gelijk aan het 
product der sinussen van de heide aangrenzende zijden. (a) 

Pussen wij nn deze eigenschap op elke der overige vier zijden 
toe, hierbg acht gcyende dat 

DB = L A, FE = L B , BD = 90^ — a en AF= 90^ — 6 , 

dan verkrijgen wij achtereenvolgens : 

cos DE = sin BD sin EF of cos k. zzzcosa sin B 

co« FE = sin AF sin DE , cos^ zzicoshsink. 

cos FA = sin AB sin EF , sin b = sin c sin B 

cos AB = sin AF sin BD „ cosc =z cos acosh ; 

welke formnlen met de hiervoor gevondene (9), (5), (6), volko- 
men overeenstemmen. Uit den zoo even gevonden regel (a) laat 
zich thans een tweede afleiden , welke ons de vijf overige formn- 
len zal opleveren. 
Men vermenigvoldige namelijk de beide voorgaande vergelijkingen 

coaBD = sin AB sin DE 
cos DE = sinBDsinEF 

met elkander, dan geeft haar product 

cot BD cot DE = sin AB sin EF = cos AF ; 

welke vergelijking eene betrekking bevat tnsschen eene zijde des 
vijf hoeks, en twee andere daarop niet onmiddellijk volgende of 
twee afgelegene zijden. Men kan die nieuwe betrekking aldus 
uitdrukken : 

De cosinus van eene der zijden is gelijk aan Het product der 
cotangenten van de beide afgelegene zijden. (b) 

De toepassing daarvan op elke zijde des vijf hoeks zal achter- 
eenvolgens geven: 

cos AB =3 co^ DE co^ EF of cosc = co^Aco^B 

cos BD = cot AF cot FE „ sinaz=igbcotB ot tgb:=z8inatgB 

cos DE = cot AB cot AF „ cosA zzzcotctgb j,tgbz=ztgccosA 

cos FE =: cot AB cot BD „ cosBuzcot ctg a „ tg aziztg c cosB 

co j AF = cc^ BD co/ DE „ sin b zz: tg a col A „ tg a=zsinhtgA.^ 

welke formulen met (10), (7) en (8) geheel overeenstemmen. 

Uit de beide voorgaande regels laat zich terstond het nuttige 
gebruik inzien, dat van den bedoelden vijf hoek te maken is bij 
de oplossing van de onderscheidene gevallen der rechthoekige 
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driehoeken. Men behoeft namelijk slechts de drie elementen des 
driehoeks , waarvan twee tot de ge^eyens behooren , en ^e dprde 
de onbekende is, in den vijf hoek over te brengen, en dan zal 
de eerste of tweede regel , naar dat de drie elementen al dan niet 
op elkander volgen , de formule opleveren , waardoor zich de on- 
bekende zijde of hoek uit de beide gegeven elementen laat be- 
rekenen. 

90. Men kan echter , en deze opmerking is niet onbelangrijk , 
de beide hiervoren verkregen regels (a) eri (b) in diervoege wij- 
zigen , dat hun gebruik geheel onafhankelijk worde van de be- 
schouwing des vijf hoeks , zoodat zij hierdoor onmiddellijk op den 
driehoek zelven van toepassing te maken zijn. Te dien einde 
denke men zich de zijden en hoeken des driehoeks (den rechten 
hoek hierbij niet mede rekenende) in geregelde orde op elkander 
te volgen, dan zal het, uit de inzage der figuur, gemakkelijk 
blaken, dat de aangrenzende elementen of deelen in den driehoek, 
zullen overeenkomen met de afgelegene in den vijf hoek , en zoo 
ook omgekeerd , mits hierby de twee rechthoekszijden door hare 
complementen vervangende. Bij samentrekking dezer beide regels 
ontstaat hieruit alsdan de navolgende enkele regel voor de op- 
lossing van alle gevallen der rechthoekige driehoeken , welke , 
naar den wiskundige , die hem het eerst bekend maakte , de regel 
van Nepeb genaamd wordt, te weten: 

De cosinus van een der deelen of elementen des driehoeks is gelijk 
aan hel product der sinussen van de afgelegen deelen , of gelijk oMn 
dat der coiangenten van de aangrenzende deelen , mits hierbij voor 
elke rechthoeks zijde haar complement . nemende, 

Yan dezen vrij eenvoudigen regel , die gemakkelijk in het ge- 
heugen te prenten is , zal men zich steeds met vrucht kunnen 
bedienen, zoo dikwerf men in de oplossing van een der gevallen, 
de daartoe betrekkelijke formule niet meer voor den geest mocht 
hebben. Bij het gebruik daarvan zal men slechts behooren in 
acht te nemen , om de drie elementen , tusschen welke eene be- 
trekking gezocht wordt, in dier voege te rangschikken, dat twee 
daarvan als aangrenzende of wel als afgelegene deelen ten aanzien 
van het derde of middelste deel te beschouwen zijn , hetgeen , 
zoo als uit het volgende tafeltje zal blaken , altijd mogelijk is ; 
moetende hierbij , gelijk hierboven reeds opgemerkt is , de rechte 
hoek niet mede gerekend , en voor de rechthoekszijden hare com- 
plementen genomen worden, 


e. 

A, B. 

6. 

A, a. 

a. 

B,b. 

A. 

b, c. 

B. 

a, c. 
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Middelste deel. Aangrenzende deelen. Afgelegene deelen, 

a, b, 

c, B. 

c, A. • 

a, B. 

ft, A. 

§ 15. 

Oplossing der rechthoekige driehoeken. 

91. Volgens het geleerde in § 12 moeten de hoeken eens bol- 
vormigen driehoeks voldoen aan de yoorwaarden 

A -*- B + C > 2R , 
A + B — C < 2R, 
A — B -h C < 2R. 

Stellende hierin G = R, dan verkrijgt men als betrekkingen 
tnsschen de scheeve hoeken van een rechthoekigen driehoek 

3R > A -h B > R 
A — B < R, 

dat is in woorden : de . som der scheeve hoeken moet gelegen zijn 
tusschen drie en één rechten hoek en het verschil kleiner zijn dan 
een rechte hoek. 

Zooals wij reeds hebben opgemerkt , is een rechthoekige drie- 
hoek door twee elementen behalve den rechten hoek bepaald. 
Derhalve kan de driehoek opgelost worden , wanneer gegeven zijn : 

Ie. de hypotenusa en een scheeve hoek. 

2<-. de hypotenusa en eene rechthoekszijde. 

3 . de beide rechthoekszij den. 

4^. de beide scheeve hoeken. 

5 -. eene rechthoekszijde met den aangrenzenden schee ven hoek. 

6e. eene rechthoekszijde met den oyerstaanden hoek. 

Deze zes gevallen zullen vnj achtereenvolgens gaan behande- 
len , daarbij telkens als bij de vlakke driehoeken de voorwaarden 
noemende waaraan de gegevens moeten voldoen, opdat de drie- 
hoek bestaanbaar zij , en bg elk geval een voorbeeld in getallen 
voegen. Slechts moet men in het oog houden om telkens die 
formulen te kiezen, waardoor elk der onbekenden onmiddellijk in 
de gegevens wordt uitgedrukt. 
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P'^ GEVAL. 

Gegeven zijnde de hypotenusa c met een der scheeve hoeken A , 
den anderen scheeven hoek B , benevens de heide rechthoekazifden a 
en b te berekenen. 

De gegevens behoeven aan geene voorwaarden te voldoen. 

Oplossing, Hiertoe gebruikt men de formulen 
sina = sincsinA ^ tgb = tgccos A, cotB=zcosctg A 

Voorbeeld. Zg c = 71 o 24' 30\ A = 105<> 52' 39'. 

Berekening. 

% sin c = 9,9767235 ^'/^czz: 0,4731759 

log sin A = d,9BSl06S log cos A = 9,4370868— 
log sin a = 9,9598303 logtgb = 9,9102627— 

a = 114« 15' 54" b = UO*» 52' 40" 

De zijde a moet > 90®, uit- De zijde 6 moet > 90'^, ver- 
hoofde A > 90*. mits tg b negatief is. 

log cos c = 0,5035475 
logtgA = 0,5460201— 

logcotB±= 0,0495676— 
B = 138» 15' 45'.4. 

De hoek B moet > 90^ zijn, vermits co^B negatief is, of ook 
uithoofde de zijde b > 90« is. 

Uit de gevonden zijde a zou men de andere rechthoekszijde b 
insgelijks kunnen berekenen door de formule 

, cos c 

cos b = . 

cosa 

Aanmerking. Bijaldien de zijde a dicht bij 90<* is, en alzoo 
uit haren sinus niet zeer nauwkeurig kan berekend worden , zal 
men de eerste formule de navolgende verandering doen onder- 
gaan. Men heeft namelijk 

1 — sin a 1 — sinc sin A 

1 -I- sin a "" 1 -^ sinc sin A' 

Z§ tg g>z=. sin c sin A ," dan komt er 

tg (450 .. ^a) = ± y]j=J^= ±i^tg (45* - 9) ; 
zgnde alsnn 45^ — | a een kleine hoek. Het dubbele teeken voor 
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de wortelgrootheid zal, even als in de voorgaande oplossing, 
twee yerschillende waarden voor a opleveren , die elkanders sup- 
plementen zyn , en wier keuze door den overstaanden hoek A 
bepaiild wordt. /,j 

nde GEVAL. 

Qegèvenzijnde de hypotenusac met eene rechthoekszifde a, dean^ 

dere rechthoekszijde 6, benevens de beide scherpe hoeken te berekenen. 

Oplossing. De form. (5), (6) en (8) geven 

^^ -L cos c .4 sin a v» tg a 

cos b = — , stnAz^ . — , cosB=z >^— . 

cos a stn c tg c 

Tot de bestaanbaarheid des driehoeks wordt gevorderd , dat 

c > a indien a en c beide < 90° 
^ c<a „ a»c „ >90'> 

c4-a>180% „ a>90«enc<90« 
c4-a<180ö, „ a<90« , c > 90«. 

Voorbeeld. Zij c = 95» 39' 20. a=72^2b'2\ 

Berekening. 

log cos c = 8,9936472— logsinaz=, 9,9792211 

foycQgg =9,4801269 log sin c =: 9,9978808 

log cos b = 9,5135203— log sinA .-= 9,9813403 

b = 1090 2' 23^8 A - 73» 19' 27^6 

hgtgazzi 0,4990943 
hg tg c =1,0042337— 

log cos ^ = 9,4948606— 
B = I8O0 12 37'',5. 

Aanmerking. Uit de drie voorgaande formulen k^n men ge- 
makkelijk nog de volgende afleiden. 

tg{b=±\/tg{(c + a)tg{{c — a) 

<y(45Q-iA) = ±k- f if'T"^! 

^ i (c -f- o) 

^ * -^ ^ sin [c-^-ay 

wier gebruik verkieslijk is , ingeval het onbekende element niet 
nauwkeurig genoeg uit zijn sinus of zijn cosinus kan berekend 
wórden* 






o^y f'^ ^U-.^ k^nt^CjC a^Ut^ue^. 
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in- GEVAL. 

Oegeven zijnde de beide rechthoekszijden , te berekenen de hypo- 
tenusaj zoo mede elk der scheeve hoeken 

Tusschen de gegevens bestaat geene voorwaarde. 

Oplossing, De onbekenden zullen gevonden worden door de 
form. (5) en (7), 

cos c=:cos a cos b. tg k-=i .^U= . tg B =-SL i 

stnb stna 

Voorbeeld. Zij a = 76^ 33' 10\ b = 103» 18' 30% 

Berekening. 

los cos a = 9,3665155 logtga= 0,6214118 

logcosb =z 9,3620889— logHnb = 9,9881777 

log cos c — 8,7286044-^ logfgk = 0,6332341 

c = 93M' 6",9 A = 76» 54' 4%6 

logtgb=z 0,6260888 
log sin a = 9,9879273 

/o^ ^B=r 0,6381615— 
B = 102» 57' 2r,4. 

lydc GEVAL. 

Gegeven zijnde de beide scheeve hoeken , te vinden de hypoteniisa 
en de beide rechthoekszijden. 
De gegevens moeten voldoen aan de voorwanen 

270<^ >A + B>90O. A — B<± 90». 

Oplossing. Hiertoe gebruikt men de formulen (10) en (9). 

. A . T> cos A , cos B 

cos czzLCOtk cot B. cos a = --:—=.. cosbz:z — — --. 

ftn B stnA 

Voorbeeld. Zij A = 97» 13' 1 4'',9. B = 104^ 45' 20'',9. 

Men zal door toepassing der voorgaande formulen vinden 

« = 880 è' 14-^64. a= 97<=^ 28' 6;41. b = 104» 52' 35'',3SL 

Aanmerking. Ter berekening der zijde c zal men ook de vol? 
gende formule uit (10) kunnen afleiden : 

^* ^"^ OM(A — B) 
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Insgelijks geven de fonn. (9), 
tgia=L±i/tg[\{A^B) -i-45<>J tg [{ (A -h B) - 45<>] 

welke laatste formulen eene toepassing vinden , ingeval eene der 
onbekende zgden eene geringe waarde heeft , en dus door zgn 
cosinus niet nauwkeurig te bepalen is. 

V<i« GEVAL. 

Gegeven zijnde eene rechthoekszijde a met den aangrenzenden 
scheeven hoek B, de drie overige onbekende elementen te vinden. 
De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen. 
Oplossing. De form. (7), (8) en (9) geven 

tgh=zsinatg'Q. tgcz^ ^-4. . cos k^ncosa sin B. 

cos B 

Voorbeeld. Zij a = 125« 26 éO^S. B = 95» 10' 30*,2 

Door toepassing der voorgaande formulen zal men vinden 

b == 96^ 20' 36^8. c zz: 86« 19' 3Vfi. A = 125» 16' 42^4. 

Aanmerking. Stellende cosasinB'=tg,q), dan zal men ter be- 
rekening van den hoek A, ingeval deze eene geringe waarde heeft, 
nog de volgende formule verkrygen : 

tg\A=z±l^tg(4b^ — g>), 

Vl^e GEVAL. 

Gegeven zijnde eene rechthoekszijde a met den overstaanden hoek 
A , de drie overige onbekende elementen te vinden. 

Oplossing. Hiertoe gebruikt men de formulen (6), (7) en (9), 
gevende 

sina • i tga -o cosA 
3tnc:=z ~ — --. 8tn b = ^ .-. stn R = 

stnX tgA cosa 

Tot de bestaanbaarheid van den driehoek wordt gevorderd : 

1^. dat de zijde a en de hoek A gelijksoortig zijn. 
2ö. dat A > of < a, naar dat elk < of > 90^ is. 

Dit zesde geval wordt het twijfelachtige bij de rechthoekige drie- 
hoeken genaamd, dewijl' elk der drie onbekenden door zijn sinus 
bepaald wordende , voor twee verschillende waarden , die elkanders 
supplementen zijn, vatbaar is; waaruit alzoo twee verschillende 
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driehoeken moeten ontstaan , welke -beiden met de gegevens over- 
eenstemmen. Dit kan nader aanschouwelijk gemaakt worden 
met behulp van fig. 33, alwaar, in de onderstelling dat L ABC 
recht is , BCA' den supplements-driehoek van den rechthoekigen 
driehoek ABC voorstelt , dezelfde zijde a en een gelijken over- 
staandenhoek bezittende , terwijl de drie overige elementen 5, c , 
C, de supplementen zijn van die in den driehoek ACB. 

Bij het doen der keuzen tusschen de scherpe en stompe hoe- 
ken of zyden , zal men dienen te zorgen , om deze zoodanig met 
elkander te doen overeenstemmen , dat hierdoor aan de vereisch- 
ten, ten slotte van n®. 88 vermeld, voldaan worde. 

V. Voorbeeld. Zij A = 76» 13' 24. a = 24» 14' 49'',06. Men 
zal vinden 

_c = 25«0'49'',3. 6 = 6» 20' 25*,45. B= i5» 8' 33",9. 
of c = 154» 59' 10',7. è=1730 39'34%55. B = 164» 51' 26",1. 

2». Voorbeeld. Zij a = 93» 21' 12'. A = 91» 41' 17'. Men 
zal vinden 

c = 870 6'7",8. è = 149» 48' 12'',7. B= 149« 45' 38^9. 
of c = 91»53'42%2. ft = 30<^ 11' 47',3. B = 30« 14' 2r,l. 

Aanmerking. Voor het geval, waarin een of meer der onbe- 
kende elementen weinig van 90® verschilt, zal men zich van de 
navolgende uit (6), (7) en (9) af te leiden formulen kunnen be- 
dienen. 

Men zal zich nu verdere oefening in de oplossing der rechthoe- 
kige driehoeken kunnen verschaffen , door elk der hiervoren uit- 
gewerkte driehoeken , waarvan de vijf elementen thans bekend 
zijn, tot voorbeelden te nemen, en uit twee willekeurige elemen- 
ten van eiken driehoek de drie overige te berekenen. 

92. Alvorens tot de behandeling der scheefhoekige driehoeken 
in het algemeen over te gaan , zullen wij nog eene bijzondere 
klasse van driehoeken , rechtzijdige genaamd , beschouwen , heb- 
bende eene der zijden gelijk aan een kwadrant. Aangezien deze 
driehoeken ontstaan uit het construeeren van den pooldriehoek 
eens rechthoekigen driehoeks , zoo zal men , naar aanleiding dor 
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I 

in n^. 77 betoogde eigenschappen , de betrekkingen tusschen dé 
elementen der rechtzijdige driehoeken , onmiddellijk uit die voor 
de rechthoekige kannen afleiden, door slechts in de formnlen van 
n^. 86 , de z^den en hoeken door hunne supplementen te ver- 
yangen , waardoor de cosinussen ^ tangenten en cotangentén ne- 
gatief worden , en Yerrolgens de zgden in de hoeken , en Weder- 
keerig, te veranderen. Zij dus ABC een rechtzijdige driehoek, 
waarin de zijde AB = c=:90^, AC = 5 en BC = a, dan bekomt 
men terstond de navolgende zes verschillende betrekkingen , op 
zoodanigen driehoek toepasselijk. 

L Cas0z=:^^C08A.C08B 

n. €08 O z^ — c(aac€th 

m. ^n A = sinG sin a 

IV. tg A=:z sinBtga 

V. tgB=:'^tgCcasa 

YI. €08 a =z 008 Asinh, 

waaruit gelijksoortige gevolgtrekkingen kunnen afgeleid worden, 
als voor de rechthoekige driehoeken opgegeven zgn. 

§ 16. 

> 

Herleiding der grondformukn. 

93. Het zal niet ondienstig zijn aan te toonen , hoe de alge- 
meene grondformulen , uit die voor de rechthoekige kunaen wor- 
den afgeleid, even als in § 14 de laatsten uit de éérsten zgn 
gevonden ; en daar de formulen voor de rechthoekige driehoeken 
ook op zich zelven aan de figuur zijn ontleend ^ verkregen wg 
op die wijze nog eene zelfstandige afleiding voor de algemeene 
formulen. 

Wanneer men door de ribbe MC van dén drievlakkigen hoek 
M (fig. 32), een vlak denkt, loodrecht op het grondvlak AMB 
staande, en het oppervlak des bols snijdende volgens den boog 
GD (fig. 40) , dan zal de driehoek ABC hierdoor in twee drie- 
hoeken ADC , BDC , als rechthoekig in D zynde , verdeeld wor- 
den. CD is alsdan een loodrechte boog^ vallende op de zijde 
AB ; en aangezien er op de beide overige z^'den AC , BC , even- 
eens soortgelyke bogen uit de overstaande hoekpunten kunnen 
worden neergelaten, zoo zal elke bolvormige driehoek, evenids 
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een vlakke driehoek, op drie onderscheidene wgzen, in tw0e 
rechthoekige driehoeken kunnen verdeeld worden. 

Volgens de aanwijzing onzer figunr valt de loodrechte boo^ CD 
binnen den driehoek. Dit nu zal altijd moeten plaats ^den, 
indien de hoeken A en B beide scherp of beide stomp /fisijn, en 
wel uithoofde de rechthoekszijde CD gelijksoortig met,^4lk dezer 
hoeken behoort te zijn. Wanneer echter die hoeken ^ligeiyksoor- 
tig zyn , gelijk in fig. 41 , alwaar A scherp en B istomp onder- 
steld is. dan zal het vlak van den loodrechten J^oog blijkbaar 
buiten of achter den driehoek liggen , en het verjiéngde der basis 
AB in twee punten D en D' op 180^ afstand vaor' elkander snijden. 
In dat geval bestaan er alzoo twee loodrecfayte bogen ^ waarvan 
de kortste CD achter den stompeti hoek B , ,én de langste 'achter 
den scherpen hoek A zal gelegen zijn. Imniers , in den rechthoe- 
kigen driehoek BOD, is B < 90» , dus CJJ < 90» en CD' > 90». 
Bepaalt men zich echter tot den kleinston loodrechten boog , zoo 
mag men tot regel aannemen , dat bij ongelijksoortige hoeken aan 
de basis , de loodrechte boog steeds a^ter den stompen hoek valt. 

Voegen wij hierbij nog de opmerking, dat ook in het geval 
van gelijksoortigheid der hoeken Af& B, de loodrechte boog CD 
(fig. 40) tot op den cirkel waartoe, de boog AB behoort, kan ver- 
lengd worden , zoodat er insgelijks twee loodrechte bogen uit C 
kunnen worden neergelaten , do^ het is duidelijk , dat die tweede 
boog alsdan tot een driehoek bejtïoort , hebbende eene zyner zyden 
> 180» , en alzoo buiten beschouwing blijft.. 

Men noeme weder de zijden , staande over de hoeken A , B , 
C, respectivelijk a, hy c; ^ deelen, waarin de hoek C door den 
loodrechten boog verdeeld wordt , P , Q ; de overstaande segmenten 
vanAB, p, q; en eindeljjk den gemelden boog q>. Volgens form. 
(5) , heefb men in de belde rechthoekige driehoeken ACD , BCD 

sin q> = sin hf sin A. sin q> == sin a sin B. 

Derhalve sinwi sinh z=z sinK \ sin^ (2\ 

waardoor de sinus-foj^mule terug is gevonden. 
Verder is volgens jK)rmule (5) in dezelfde rechthoekige driehoeken 

cos b cosa^ 

cos q> = = , 

cosp cosq 

, ^ cosh cosg cosb cos(c — p) 

dus COS0 =z i = i i-^ , 

cosp cosp 

dat is, na ontwikkeling van cos{c — p)y 

c^sa =z cosb cos c -^ cosb sinc tangp, 
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Nu is in A ACD 

tang p = tang h cos II ^^ (a) 

derhalve cosa '^: cosh coac -{- sin b ginc cos X . . . (1) 

¥ 

» 

zgnde de hoofdformule. 
Toorts volgt uit dezelfde driehoeken door toepassing der for- 

mulen (7): 

tang vp = tang A siryp = tang B sinq , 

dus tanqkcot^ = ^!^ = ptS2-ZJ!i =: sin c cot p _ cosCy 
^ stn p / sinp 

dat is , volgens (a) / 

4 /t» ^vnc cotb ^ ^ 

tang A cor B = . cos c 

^ / cos A 

of cotb sin c/ = sin A cotB -{- cos c cos A. . . . (3) 

zijnde eene der cott^ngenten-formulen. 

Eindelgk is nog volgens (3) 

/ cos A co* B 

cos<p z=: . -rg = -.— ^ , 
/ stnr stnQ ^ 

dus ^ A == f$!^ C08 B = i!2iC-Q) co, B 

stn Q stn Q 

= — cos B cos C -H cos B sin C cot Q. 

Maar in A DCB , co^ Q =r cos a tang B zijnde , wordt 

cos A = — cos B cosC -h sinB sinC cos a] , . (4) 

zobdat nu, na behoorlijke verwisseling van letters, alle grond- 
formulen terug zgn gevonden. 

94. De formule (w) kan dienen om een hoek uit te drukken 
in de drie zijden. 

Door oplossing van cos A volgt namelijk : 

^^« A cos a — cos b cos c /^ ^ \ 

COSA= ,-rr — : (11) 

stnb stnc 

doch het is duidelijk , dat deze formule niet geschikt is voor dé 
berekening met logarithmen en daarom hiertoe behoort herleid 
te worden. Dit geschiedt op de volgende wgze. 

Uit (11) volgt 

^ 4 sin b sin c ^ cos b COS c — cosa cos(b — c) — cosa 

sin b sin c sin b sin c 

j , 4 sin b sin c — cos b cos c|+ cos a — cos (b + c)+cos a i 

sin b sin c """ sin b sin c ' 


f') 
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of, YolgeBB de formule 

cos a ^ cos fi z::z^ sin \ (a-^fi) sin ^ {fi — a) , 
daarbij gebruik makende van de formulen (31) § 3, 

«n» 1 A — ^^^* (a'^b^c)sin{{a-^b + c) 
^ sinb sinc ' 

C05* > A == *^^» (a'hh-^c)sin{(—a + b + e) 
^ sinb sinc ^ 

Stellende ter bekorting 

a -H ft + c = 2« , 
derhalve a + b — cziz2(s — c) enz., 

woMt miA = i^*^(^-^)**"(*-") ■ . . . (12) 

stnb smc ^ . 

««JA = »/«"*«?Jf-3^ (13) 

s%nb s%nc ^ 

Door deeling en vermenigvuldiging volgt hieruit 

te«j, i A = »^i«L(i=z^;^L(i:rf ) .... (14) 

nns stn {s — a) 
2 

^^^ ^~ sinh sin e ^^^ ^ ^*^ ^^ "* ^^ ^*^ ^^ "" ^^ ^^ ^^ "^ ^^ * ^^^^ 

door verwisseling van letters verkrijgt men overeenkomstige uit- 
drukkingen voor de hoeken B en C. 

Treffend is de geigkvormigheid der formulen (12) — (15) met 
die, welke voor de berekening der hoeken uit de zgden eens 
vlakken driehoeks in § 8 zyn gevonden. 

Ter bepaling van eene der z^den a uit drie hoeken, heeft men 
volgens (4) de formule 

^^^^ co« A + co«Bco.tC r^a\ 

cosa= — , . p . ^ (16) 

\stn BstnO 

welke vatbaar is om op dezelfde wijze als (11) voor de logarith- 
mische berekening geschikt gemaakt te worden , hetgeen wg den 
lezer als oefening overlaten. Zulks kan echter ook even goed 
geschieden, door de formulen (12) — (15) onmiddellijk op den 
pooldriehoek toe te passen. In dat geval zal | A in 90^ -— | a 

i(a + b-\-c) in 270» — }(A-hB-|-C) 
|(a-hft — c) in 90«— i(A + B— C) enz. 

overgaan. Stellende nu 

A4-B + C=:2S, 


dan vindt men 


/ 
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stn B èin C 
stnBnnC ' 


.^17) 


-S;^« = ^.. -caa(S-B)coa(8--C )j 
' C05 8 C05 (S — A) 

2 

oyereenkomstige fonnalen kunnen Yoor de zijden 6 en c door ver- 
wisseling van letters gevonden worden. 

Hoewel de vormen onder het wortelteeken in de drie laatste 
formulen met het negatieve teeken z^n aangedaan, zijn de wor- 
telgrootheden toch bestaanbaar. Want cos S is altijd negatief, 
omdat 28 = A + B + C > 2R, derhalve S > B is; evenzoo zgn 
cos (8 — A), cos (8 — B) , cos (8 — C) steeds positief, omdat 

2(8 — A) = B + C — A<2R 
derhalve 8 — A < R , 

hetgeen evenzoo met de andere grootheden het geval is. 

95. Uit de formulen , die de hoeken in de zijden uitdrukken , 
kunnen nog andere merkwaardige betrekkingen afgeleid worden. 

Volgens (12) en (13) is : 

f sin b sin c stn a stn c ' 

' sma stnb 

^^„1 4 ..sin s sin (s — a) ^^« i t> .ySin s sin (s — b) 

cos f A=zi/ . , \ i, cosin = i/^ ; ^i ', 

' stnb stn c stna sin c 


1 n /- v**^ s stn (s — c) 

COSlG=Z 1/ ; \ . % 

' Stna stnb 


Hieruit volgt : 


' * stnc stna stn o stnc ^ 

«^« 1 A • 1 1> sin (s — a) ^ sin s sin (s — c) sin (s — a) ^^^ , ^ 

cos l A stn iB = — -i ^1/ — : )—i — '= : -cos l C , 

* * stnc '^ stna stnb stnc 

cos i A cos 4B =i*!Li|/ £^±=^»!L<!r ?)== !^«« 1 C , 

Stnc stna sin b sinc 

fin l A mn jB - "^^ (""^> ^^ sin(s^)sin{s-b) _ sin{s^) ^.^ . ^ 
' ' sinc sin a sin b sinc 


' 


Oy o/^ A^ .. •- C^^ «A^rr^ ^M^viJij(A^.4..<:JLA^ 
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Door behooriyke optelling en aftrekking ontstaat hieniit 


stnc 


^Hn^ccos\c ** 

nn{{iL — B) = — i ^. 2 i co< I C = 


stnc 


2co8{s—^(a-^b)] sinj^ia^b) 
2sin^cco8^c 


cos\Cj 


cos 


t(A + B) = *^''*-'^» <'-*') n»iC = 


Stnc 


zstnlccos \c ' 

«« > (A - B) = «iLl±i«l(lZI^«« . C = 


Stnc 


/ J^*^ 


_ 2sinis^kc)s0^ic ^^^ 
2 sin {c cos {c 

of, omdat s — \(a + b)z=i\Cj s — 4c=:J(a4-è), 

«ni(A + B)=£2fiiSLZl^co*iC , . , 
' ^ ' cos\c ' 

«»l(A-.B) = f*LiiïLZLi)c(w4C, . . 

co»i(A+B)=£~l^±^«»iC, . . 

cos\e 

co,f(A-B)=£^Liil±i)«niC. . . 
* ' stn^c 

Deze Tier formnlen, welke even zoo vele betrekkingen beyat- 
ten tuBBchen de zob elementen des driehoeks, zgn in de bolvor- 
mige driehoeksmeting bekend onder den naam van formulen van 
Oauss , ofschoon zij , met meer recht , die van Delambre behoor- 
den genaamd te worden *). 


/f^ 


(18) 
(19) 
(20) 
(2l) 


/-y 


*) Gaubb heeft die formulen voor het eerst doch zonder betoog be- 
kend gemaakt in zgn beroemd werk: Theoria mctus corporum eod. 1809. 
Zg waren echter reeds door Delambre medegedeeld in de Connaiss, 
des tems over 1808 , en zgn vervolgens door hem op eene vrg omslach- 
tige wgze betoogd in z|in Traüé d'astronomiey Tom. I, pag. 160. 
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96. üit de formnlen (18) — (21) kunnen door onderlinge dee- 
ling niet minder merkwaardige betrekkingen afgeleid worden. 
Deelt men namelijk (18) door (20) en (19) door (21), dan volgt: 

^^if+^) 1 . . . (22) 

Deelt men daarentegen (21) door (20) en (19) door (18), dan 
verkrijgt men na eene kleine omzetting 

De formnlen (22) en (28) zijn algemeen bekend onder den naam 
van Neperiaansche andlogiën en spelen eene belangrijke rol bij de 
oplossing van vraagstukken uit de bolvormige driehoeksmetii\g , 
zooals later zal blijken. 

Reeds de naam duidt aan, dat de Neperiaansche analogiên van 
ouder dagteekening z|jn dan de formnlen van Gaüss , zoodat zij 
onafhankelijk van deze moeten gevonden zijn. Deze afleiding kan 
op de volgende wijze geschieden. 

Volgens formule (p) n®: 83 is 

cos a Hnb :=i sin a cos b cos C + sin c cos A. ^ 
evenzoo cos b sin az=:sinbcosa cos C + sin c cos B. 
Door optelling volgt hieruit 

{sin acosb-i-cosa sin b) (1 — cos C) = sinc{cos A + cosB) 
of sin c {cos A 4- C05 B) = sin (a -f- b) (1 — cos C) • . (c) 

Yerder volgt uit de sinusformule 

sin c sin A = sin a sin C 
sin c sin B = sin b sin C 
derhalve 

sin c (sin A^: sin B) = {sin a ±: sin b) sin C . . {d) 

Deelt men nu (d) door (c) , achtereenvolgens het bovenste en 
ouderste teeken nemende, dan wordt: 

sin A + sin B sin a -H sin b sin c 

cos A -h cos B sin (a-^b) ' 1 — cosG^ 

sin A — sin B sin a — sin b s in O 

cos A + coj B 5fn^(a 4- 6) ' l — co« C ' 
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of, volgens meermalen toegepaste goniometrische formulen: 

2sin\{A-hB)cos t-f A— B) _ 28in\(<H'b)co8^(a—b) 2sin\Ccos\C 
2co54(A+b)co5i(A— B) 2wni(a-|-ftjco5|(a+6) * 2«n«iC ' 

2cQgj(A-^-B)«•n^(A— B) _, 2cQ^i(a+fe)5m|(a— &) 2gm{Ccog^C 
2co4(A+B)co5i(A— B) 28ini{r-^b)cosi{a-\-b) ' 2m»|C ' 

derhalve na vereenvoudiging 

tenj, ^ ( A + B) = £?iii^lg coH C , 

waardoor de beide eerste Neperiaansche analogiën 1;erug z^n ge- 
vonden. Het zal den lezer niet moeil^k vallen de béidlOï^anderen 
op overeenkomstige wgze af te leiden, terwijl zij ook ontstaan 
wanneer men op de bovenstaande den pooldriehoek toepast. 

97. Ook de sinusformnle kan nog eene herleiding ondergaan. 
Uit de evenredigheid 

' 9%na : sin h =z sinA. : sin B 
volgt namelgk 

8in a — sin h : sin a + sin b = sin A — sin B : sin A -f- sw B , 

of volgens bekende goniometrische betrekkingen (zie form. (57) § 3), 

tang^ (a--b): tang {{a-hb) = tang \{JL'-'B): tang {{A-\-B) . (24) 

Deze formule heeft groöte overeenkomst met de formule (8) § S 
uit de vlakke driehoeksmeting, doch is niet van dezelfde uitge- 
strekte toepassing , omdat hier niet als daar uit de som van twee 
der hoeken de derde bekend wordt. 

98. Ten slotte deelen wij hier nog eenige fraaie formulen 
mede voor de waarde van den modulus M. 

Vooreerst heeft men uit de vergelijking (a) § 13 : 

-^ sinA sinB 

sina sinb ' 

1^ sin A 4- sin B sin | (A-f-B) cos ^ (A — B) 

sina 4- sin b sin |(a 4- ft) cos |(a — b) 

■w- sin A — sin B sin { (A — B) cos j^ (A 4- B) 

sina — sinb sin \ (a — b) cos \ (a 4- b) ' 

Verder bekomt men met behulp der form. (15) 

1^ 2^ sin s sin (s — a) sin (s — b) sin {s^cY P 

sin a sinb sin c sina sinb Hn c 
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Evensoo geyen de fenn. (17) 

jl^_ HnAsinBHnC HnAsinBsinO 

%%/ j — cmScm(S— A)cm(S— B)co<S— B) \ ~ F 

waarin P = 2 j/^ «n « m («— a) Hn («-—ft) rin («— c) , 

P' = 2 >/ — cos 8 co* (S-^A) C09 (8— B) co* (8— C). 

Hieruit Yolgt H>=:^xHs of H = £. 

Uit de fonnulen (18) en (20) 

nn|(A + B)=£2ii(SLZ±)^,.iC 

co, HA + B) =.22llil±*) ^ I C. 

yindt men gemakkel^'k 

Hn (A + B) co8a-\-co8h 

sinG 1 4- co* c 

*»w(A+B)+*tnC ^ 2 *»wS co* (S—C) _ l +co*fl-^co*6^c o* c 
*tnC *»nC ' 2co*s|c 

Verder yolgfc uit (18) en (20) door de eerste met *»n | C , de 
tweede met co* J C te yermenigvuldigen en het yerschil der pro- 
ducten te nemen 

^co8\aco8\oeoi\c^ 

en ^^^(B- o — sinaHnh8inO _ cos \ a cos \ h 8in O 

4*Mrfa*mj5w*Jc co8\c ' 

gevende co* S co* (S— C) = ~!^. 

' 4 co** Je 

Deze vergelijking doelende in de hieryoor gevonden , namelijk 

*t>i 8 C08 (S-C) = {l±S2!±±^ïl±^21^) sin C 

\ 4 co*» I c / 

komt er /jp — -/ l+co*fl + co*64-co*c \ 

welke , met toepassing op elk der drie supplements-driehoeken 
daarenboven geeft 

to f S — A^ ^ + cos a — cosb^^ cos c 

^ /g •o\ l4-co*6 — cosa — cosc 

*^/a n\ 1 + co* c — cosa — cosb 
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waaruit tevens door optelling en affcrekking af te leiden ïb : \ 

6/ (S-A) +/^(S-B) + /5r(8-C) - ^S= 1. 

De vijf laatste vergelijkingen op den pooldriehóek van toepas- 
sing gemaakt , geven nog de volgende : 

. cosA-^cosB-\-cosG — 1 
C0t8Z=: -^ pï- , 

./ V 1 + cosB + cosO — cosA 
cot{s-'a)=:'-^ -i-p , 

., |x 1 4- co* A 4- co* C — co* B 

(M ^^« — a; — p , 

cat (« — - a) 4- cot (s — 6) 4- cot [s — c) — cot s = ti7- 

Derhalve 

M^ ^(S— A)4-^(S-B)4-»(S--C) — »S 
cot [8 — a; 4- cot (s — ft) 4- cot (« — c) — cot s' 

Men kan in de aangehaalde formnlen voor cos S, cos (S—-C) enz. 
nog de volgende veranderingen brengen , waaruit nieuwe uitdruk- 
kingen voor den modulus M zullen ontstaan. 

Schrgvende namel^k in elke dezer formulen, voor P zgne 
waarde liisina sin b sin c , dan gaan zij over in 

co* S = — 2 M *m I a sin ^b sin^c 
cos (S — A) = 2 M s»n I a cos I ft co* {- c 
co* (S — B) = ^M. sin Ib cos { a cos \ c 
cos (S — B) 1= 2 M *m 1^ c co* I a cos I ft , 

welke formulen , bij toepassing op den pooldriehóek , als wanneer 

M in -tr;: ovorgaat , het navolgende stelsel opleveren 
M 

2 

sin s = - •; cos i A co* 4^ B co* 4 C , 

sin (* — a) = ^jr co* j A sm j B sin i C , 

M. 

2 
sin (* — ft) =:-^ cos J B *»n I A sin J C , 

sin (s — c) =-^ cos I C *«n 1^ A sin | B, 
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De som der vergelijkmgeii van het eerste stelsel geeft, na eenige 
herleiding : 

2Mwn« = c(wS + co«(S — A)4-cos(S — B) + co« (S — C), 

^£ U_ coyS + cQ^jS — A)H-cog(S — B)-4-cog(S — C) 

2 sin s ' 

uit welke formule, na haar op elk der supplements-driehoeken 
toegepast te hebben, nog de drie navolgende uitdrukkingen voor 
M ontstaan 

2 sin (8 — a) ' 

M-~ C<>^(S — A) + CQ^(S — C) — CQg(S — B) — CQgS 

2am(« — 6) ' 

jj _ CQg (S — A) 4- cos (S — fi) — - cos (S — C) — cog S 

2 sm (s — c) ^' 

waaruit weder met behulp van den pooldriehoek de navolgende 
verkregen worden: 

cos& = — isins — sin (s — a) — sin {s — b) — sin (s — c) | , 
cos(8 — A)=— I — sin {s—a) '\' sin (s — 6)-|-wn(s— c)-|-«n«] • 
cos {H — B) = -j^ j — sin (s — b) -f- sin (s— a) + sin (s — c) -\-sins\ 
C05 (8 — C) = ^ I — sin (s — c) + sin (s—a) + sin (s^-b)+sin s ] > 

Deze laatste vergelijkingen in het vierkant brengende , zoo be- 
komt men , na eene lichte herleiding , 

j^, _ cos^ S + cos^ (S— A) -+- cos^ (S-~B)-|-cog» (S— C) 
sin- s-\-sin^ (« — a) + sin^ (s — b) + sm* {s — c) 

Behalve de voorgaande bestaan er nog verscheidene andere 
merkwaardige betrekkingen tusschen de zes elementen eens bol- 
vormigen driehoeks, waaromtrent men met vrucht kan raadple- 
gen eene belangri|ke bedrage van den heer Bbetschneider , voor- 
komende in het XTI^^ deel van het Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, 
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§ 17. 
Oplossing der scheefkoekige driehoeken. 

99. Eyen als bij de rechthoekige driehoeken heeft men voor 
de scheef hoekige zes verschillende gevallen van oplossing. De 
gegevens kunnen namelgk zijn : 

1®. Drie zgden. 

2^. Drie hoeken. 

3^. Twee zgden en de tusschen gelegen hoek. 

4^. Twee hoeken en de tusschen gelegen zgde. 

5». Twee zgden en een hoek over eene van deze z^den. 

6^. Twee hoeken en eene zijde over een dezer hoeken. 

A.chtereenvolgens zullen w^ deze gevallen behandelen, bij elk 
naar gewoonte de voorwaarden van bestaanbaarheid en een voor- 
beeld in getallen voegen. Eigenlijk zou men slechts drie geval- 
len , het V^ 3^® , en 5*« , behoeven op te lossen , omdat de ove- 
rige door den pooldriehoek onmiddellijk tot een van dezen kunnen 
herleid worden. Doch het is beter en nauwkeuriger om elk geval 
op zich zelf te beschouwen. 

Bij elk geval zullen wg als eerste oplossing de formulen zoeken 
en behandelen, die tusschen elk der onbekende elementen, en de 
gegevens bestaan , en deze formulen zijn altijd te vinden , omdat 
alle combinatiën van vier elementen in de vgftien grondformulen 
voorkomen. Als verdere oplossingen zullen wg nagaan , of er 
korter of eenvoudiger wegen bestaan om de waarde der onbekende 
elementen op te sporen. 

I«t« GEVAL, 

Gegeven zijnde de drie zijden: a, 6, c, de drie onbekende hoe- 
ken te vinden. 

De gegevens moeten voldoen aan de voorwaarden, dat hunne 
som kleiner is dan 360^ en de som van elke twee grooter don 
de derde. 

Ie Oplossing. De grondformulen, die de betrekking tusschen elk 
der onbekenden en de gegevens uitdrukken, zgn het stelsel (1), 
§ 13, namelijk 

cos a z=. cosh cos c '{■' sin bsinccos Aj 
cos b =z cos a cos c •+- sin asinccosB^ 
cosczzzcosacosb'i'Sinasinb cos C. 
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Hoe hieruit de hoek opgelost en de fonnole herleid kan wor- 
den , iB reeds in de vorige paragraaf aangetoond. Daar hebben 
wg de volgende foimnlen, die de hoeken in de zgden nitdnxk- 
ken, verkregen: 

smbnnc »i » •' ünb tinc I 

stnaiine '/ * tinasinc 

tin t C-t^?*'^'~^)-!gL<'-^> ,\ cos 1 C = i/£^Lii^ïi£=£l 

nna«»no 'J ' tmatinb 

^ ' «tn5Mn(* — a) 

^ * stnsstn(8 — o) , 

^ * Mfi f «in (« — c) 

2 
M'n A = . - . — i/^Hn s sin (s—a) sin {s — b) sin (s — c) 
stnbstnc \ / \ j \ / 

. _ 2 

stnBz=. -; : — i^sin s sin (s — a) sin (s — h) sin (s — c) 

sinastnc * ' ^ ' ^ ' 

tm C =r -^ ;— - l/sin s sin (s — a) sin [s — h) sin (s — e) 

stnasinb ^ ^ ' ^ '. 

Aangaande deze vier stelsels formulen , waarvan elk voor de 
berekening der hoeken kan dienen , gelden dezelfde opmerkingen 
als bg de formulen , die in het Ie Geval der rechtlijnige scheef hoe- 
kige driehoeksmeting voor de berekening der hoeken zyn gevon- 
den, zoodat ook hier het derde stelsel de voorkeur verdient, 
wanneer de drie hoeken gevraagd worden^ doch eene formule 
der beide eerste stelsels , wanneer de kennis van slechts één hoek 
Boodig is. .Het vierde stelsel is minder geschikt , omdat het kwa- 
drant der hoeken onbepaald blijft; toch hebben deze formulen 
faaar nut, zooals in de toepassingen zal blgken. 

Men zou ook hier een dw hoeken door een der bovex^ttaande 
formulen kunnen berekenen , en vervolgens de beide anderen door 
de sinusformule 9 doeh dit is niet te verkiezen , opdat de bewer- 
king niet korter is en niet dk der o&bekenden onoiiddeUijk tiit de 
gegevens berekend wontt. 
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2e Ophsüng» Uit de gegevens kunnen eerst de stukken^ eng 
(fig. 40) berekend worden, waarin de basis door de loodiyn uit 
den top wordt verdeeld. Men heeft toch (n®. 93) 

cos b cos a 

cos(p:=: = -- — ) 

cosp cosq 

- - , eosa — cosb cosq — cosp 

derhalve ; r — :: ^«^-i^^/»a^ > 

of ^ volgens eene bekende goniometrische transformatie-formule 
((66) § 3): 

tang{(a — b)tang'\{a-^b)z=:t(mffi(q-^p)tang{{p + q) 

gevende , omdat p-^q=zc ^ 

.^ 1 /^ ^\ _t angi(a + b)tang^{a — b) 

waardoor j» en ^ kunnen berekend worden. Hieruit vindt men 
vervolgens de hoeken A en B door de formulen 

tang pz=z tang b 008 Ay tang q=: tanga cos B^ 

dus cosAzz:^^, cosB^pid, 

tangb^ tanga^ 

eindelgk wordt C gevonden uit 

Csin c . - sin c .^ xi 
= — : — stn A = — — r stn a, 
sm a stnb 

Deze formule geeft twee waarden voor C , wa ar t usseh en dekens 
bepaald wordt door de opmerking, dat over een grooter zgde een 
grooter hoek moet gelegen zijn. 

Voarbedd. Zij a = 76 • 35* 36* , 6 = 50» 10' 30" en c = 40« O' 10'. 

_ <• 

Volgens de V oplossingm 

a= 76» 96' 36' 
6= 60 iO 30 
c = 40 O 10 


2d=:166 46 16 

9= 83 23 8 % ^n « = 9,9970996 

a — 0= e 47 32 % stn («—a) = 9,0728716 

s — b= 33 12 3Ö % sin («—6) = 9,7385666 

s — & =: 43 22 58 log sin (s^ó) =z 9,8368740 
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log sin (5— ft) = 9,7385565 log sin {s-hi) = 9,0728716 

log sin (s— c) = 9,8368740 hg sin \s—c) = 9,8368740 

C log sin (s— a) = 0,9271284 C log sin (5—6) = 9,2614435 

C log sin s = 0.0029004 C log sin s = 0,0029004 

opg. 


0,5054593 

2 

log tang i A = 0,2527296 
|A= 60M8' 9'',9 
A = 121ö36'19%8 


9,1 740895 

2 

log tang | B = 9,5870447 
|B=t:21o 7'36",8 
B = 42öl5'13'',6 


opg. 


hg sin (s— «) =: 9,0728716 

hg sin (5—6) = 9,7385565 

C log sin (s—c) =: 0,1631260 

Clogsins=i 0,0029004 


8,9774545 


opg. 


log tang {0 = 9,4887272 

{Gz=n^ 7'3r',4 

C = 34M5 2",8 


Volgens de 2» ophssing. 


a 
b 

a + h 

a — c 

c 


76» 35' 36" 
50 10 30 

126 46 6 
26 25 6 
40 O 10 


i(a-6) 


63» 23' 3" 
13 12 33 
20 O 5 


l tg 0,3000683 

l tg 9,3705440 

l cot 0,4389014 


ltgi(q-'p)=i 0,1095137 
\iq—p)= 52'»8'55'' 
c= 20 O 5 


1 

T 


Z ^jp = 9,7983693— 
Zcof ft = 9,9211182 

ï cos A = 9,7193875— 
A = 121•36'19^8 


g = 4-72 
i> = — 32 

ltgq = 0,4921067 
lcota = 9,3772271 

lcosB=z 9,8693538 
B = 42öl5'13*,6 


9 O 
8 50 


145 


lsinA = 9,9302747 l8inB = 9,8276379 

Isinczrz 9,8080926 lsinc = 9,8080926 


9,7383673 9,6357305 

l Hn a =: 9,9880008 l8inb = 9,8853636 


lHnC=: 9,7503665 l8inG = 9,7503669 

C = 340 15' 2^,8 C = 340 15'2',9. 

De hoek G moet scherp genomen worden , dewijl c <^ a zynde , 
ook G < A zal zyn. 

Het negatieve teeken van het segment p duidt aan , dat de 
loodrechte boog GD buiten den driehoek, achter den stompen 
hoek A yalt. 

n^^ GEVAL. 

Ghgeven zijnde de drie hoeken A , B , G , te berekenen d£ drie 
zijden* 

De voorwaarden van bestaanbaarheid zijn , dat de som der hoe- 
ken grooter dan 180®, en de som van elke twee verminderd met 
den derden, kleiner dan 180" moet zyn. 

1^ Oplossing. De grondformulen voor dit geval zyn het stelsel 
(4), namelyk 

cosAzzz — cos B cos G + m B sin G coa a , 
cosB=: — cosAcosC + sinAsinCcosb^ 
cos 0=2 — cosAcosB-^ sin A sin Bcos c , * 

gevende volgens de herleidingen der vorige paragraaf: 

. - .. — eos S cos (S—A) 1 ^„ , ^ . .cos(S— B)coa(S — C)' 

s%n\a=^iy ' o ' n — 'l cos\a=.i/ — . .p^ . Vi 

* sinostnKj \ ' sinBsinyj - 

• 1 j. ~ . y-^cos S cos (S— B) \ ^^t K . >cos(S— A) cos (S— G) 

sinAuStnO j stnKstnQ 

•-. 1 . . y--<^os S cos (S— C) I , ^ .^ cos (S— A) c os (S—B) 

StnlC = y^ r-7 :^5 ^1 COSlC=t/ > . / , p 

' s^nAsênB j ' s^wAsmB 

^ t -V— <^s S cos (S — A) 
^"g * '^ = *^ coa (S-B) co» (S-C) 

* j. > — COS B COS (S — B) 
^»g^^ = *^ ca»(S-A)co/(S-C) 


- , . . — COS S cos (S — G) 

tang i c = j/' — 7^ — rr ^5 — ^f 

^^ cos (S— A) cos (S—B) 
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sin a = J . ^ iZ-cosS cos (S— A) cos (S — B) cos (S— O) 

m B sin C 

5tn2> = r? — jrk' — C05 S COS (S — A) cos (S — B) co« (S— C) 

sin A nn O 

sin c = ? — TT k' — C05 S cos (S— A) cos (S — B) cos (S— C) 

mAstnB 

Elk dezer stelsels kan dienen voor de berekeningen ; de keus 
wordt als in het yoorgaande geval bepaald. Ook kan men , een 
hoek gevonden hebbende , de beide anderen door de sinusformule 
berekenen. 

2e Oplossing, Uit de gegevens kunnen eerst de deelen PenQ 
berekend worden, waarin de hoek C door deloodlijn op de basis 
wordt verdeeld. Men heeft toch 

cos A cos B 
8tn P stn Q 

gevende 

cos A — cos B sin F — sin Q 

cos A 4- cos B sinl^ -\-stnQ 

of to«,.(A + B)^^i(B-A)=^l^), 

dat is tang i {F -- Q) = tang ^^(A-{-B) tang i (fi^ A) tang \Cy 
p_C .P-Q^ n^O P-Q 

zoodat nu P en Q bekend zijn. 

Vervolgens heeft men voor de berekening der zijden : 

C05 & = co^ A co^ P , cos azzzcotB cot Q , 

sin O - sin C . , 

stn c !=--: — - stn a = . _. stn o , 

s*«A smB 

omtrent welke laatste formule dezelfde opmerking geldt als bg de 
overeenkomstige in het 1^ geval. 

Voorbeeld. Zij A=66o 57' B'fi. B=:97« 20' SVfi en 0= 42» 30' 55'. 

Berekening der zifde a volgens de 1® oplossing, 

A= 660 57' 3%6 

B = 97 20 31 ,6 lsinB = 9,9964245 

C = 42 30 55 lsinG = 9,8298097 


2S = 206 48 30 ,2 9,8262342 

0,1787658 
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S =;i 1030 24' 15%1 lcos^ = 9,3651492 
S— A = 36 27 11 ,5 Z cos (8— A) = 9,9054418 

9,4443568 
2 

l8in^a = 9,7221784 

1 a = 31^ 49' 59% az=63ö39'68". 

Hen zal op gelijke w^ze vinden 

6 = 750 O' 51 ",3 c = 41«9'46^ 

Berekening der drie zijden volgens de ^ oplossing. 

B= 97^20' 31'',6 
A=: 66 57 3,6 

B4-A = 164 17 35,2 
B — A= 30 23 28,0 
0= 42 30 55 

|(B4-A) = 82« 8'47'',6 Z^^ 0,8603307 

i (B — A) = 15 11 44 ,0 Itg 9,4339469 

}C=:21 1527,5 l t g 9,5899856 

Z/^^(P — Q)= 9,8842632 
|(P — Q)=: 37<>27'15'',5 
|(P + Q)= 21 15 27,5 

P= 58M2'43' 
Qzz-— 16^11' 48" 

lcotA. = 9,6288837 Z co^ B = 9,1 100847— 

Z co^ P = 9,7837064 Z co^ Q = 0,5369080— 

lcosb=z 9,4125901 lcosa = 9,6469927+ 

b = 750 O' 5r,6 a = 63» 39' 58'',1 

lsina = 9,95241 68 Isinhzn 9,9849729 

Z Mn C = 9,8298097 l sin C = 9,8298097 

9,7822265 9,8147826 

Z sin A = 9,9638682 Z ^m B = 8,9964245 

Z sin c = 9,8183583 Z sin c = 9,8183581 

c =: 41 o 9' 46" c = iV 9' 45'',93 

De negatieve waarde van den hoekQ duidt hier insgelijks aan, 
dat de loodrechte boog buiten den driehoek achter den stompen 
hoek B valt , hetgeen reeds bovendien nit de gegevens was op 
te maken , uithoofde de hoeken A en B ongelijksoortig z^n. 

* 
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m« GEVAL. 

Oneven zifnde twee zvfden b , e met dm ingesloten hoek A , te 
berekenen de derde zijde a en de beide overige hoeken B 6n C. 
De gegevens behoeyen aan geene Yoorwaarde te voldoen. 
\^ Oplossing. De drie groodformulen , welke de betrekking tns- 
schen elk der onbekende en de drie gegeven elementen uitdruk- 
ken, zgn 

cosazzicosbeosc + sinbsinccos A. . . . . (a) 
cotbsinc=z8inAuCot^'\'C0sceo8ÈL ••..(&) 
cotcsinb zz sinKcotQ + cosbcesK , , . . (c) 

Uit deze formolen ' kunnen de onbekenden worden opgelost en 
berekend^ -doch de uitkomsten zgn niet geschikt voor de loga- 
rithmische berekening. Ten dien einde worden zg op de volgende 
wgze omgezet. 
• Uit formule (a) volgt 

C08a = c08b {cos c •+- tang bsinc cos A) 

en stellende 

tangp =:= tang bcosAj 

wordt cosazizcosb (cos c + *m c tang o) = cos b — LüZS/. 

cosp 

De formulen {b) en (e) geven: 

.n cot bsinc — cos c cos A . * /cot bsinc ^ \ 

co^ B = ; — . :=z cotAi ' ï cos CM 

stnA \ co^A / 

^j. n cot asinb — cos b cos A . . /cot c sin b , \ 

cot ' ' = — > ; — 7 zzz cot Ai r— — cos o L 

StnA \ cos A f 


Stellende 


cotb . cot c ^. , 

j- = cotp, .■■ = cotp', 

coêA cosA 


wordt 


f sinp 

cotCz^'^L^^^^^IZÉl. 

sinp' 

Voor de oplossing der drie onbekenden heeft men nu het vol- 
gende stelsel: 

tangp = tang bcos Ay tangp' z= tang ccosA, 

^^, ^ cos b cos (c — p) cosc cos(b—p*) 

cosp cosp' ' 


^^JC^c<i^y — Ci'-r i i/tn. e ^ r^v-'/jj -/'«» ^" 


■c. 
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sinjc — p) ' 

^^ • 

Vei^lijkt men deze uitkomsten met de figaur (fig. 40) , dan 

biykt , dat p het stok AD der zijde c , en jp' het stuk AF der 
zgde h voorstelt. Door middel yande driehoeken ACD, BCDen 
ABF, CBF is het verder niet moeilijk de laatste formulen uit 
de figuur af te leiden. 

2e Oplossing. De beide onbekende hoeken B en C kunnen ber 
rekend worden door de volgende formulen , tot de Neperiaansche 
analogiên behoorende, en die het voordeel hebben voor het ge- 
bruik der logarithmen geschikt te zijn. 

tonyHB~C)= ^'^i!f""^) co^|A, 
^ *^ ^ sin\[h + c) * * 

tang\{B + G) = ' ^'\%'2 ^^cot{K. 

Daarna vindt men de z^de a door de sinusformule , of wel door 
de volgende betrekkingen, die uit de Neperiaansohe analogiên en 
formulen van Gaübs (n^. 95) door omzetting verkregen worden* 

. . sin \(h — c) C08 f A __ sin \ (h + c) sin \ k. 

* 5f«HB — C) eo«|{B--0) 

, cos\(b — c)cos\Èl cQg } (fe -f- c) ^n | A 

♦^"" «n|(B4-C) co*|(B + C) 

De toepassing van deze formulen is niet lastiger dan van de 
sinusformule, omdat aan de voorgaande berekening verscheidene 
logarithmen onmiddellijk kunnen ontleend worden, 

3e Oplossing, Trekt men uit A (fig, 40) een boog A£ loodrecht 
op de overstaande zijden en noemt de deelen van den hoek A 
grenzende aan de zijden & , c , Q' en P', de loodlgn zelve 9', dan 
is in de driehoeken ABE en ACE 

tang q>' = tang c cosXi' = tang hcosF' y 
derhalve cosQ' ilcos'F' = tangb : tangcj, 

cos Q' — cos P' tang b — tang c 

eos Q' -f- cos P' langb-^iangc^ 
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geyende 

P = iA4-i(P'-Q'), Q' = 4A-i(P'-Q') 
en vervolgens ter berekening van B en C 

coiB=zco8C tang Q', catCnzcosb tang F', 
De zijde a kan nu als in de vorige oplossing of door de formule 

sinbainA sin c sin A 


stna 


sin B sin O 


berekend worden, in welk laatste geval men uit de vorige ge- 
gevens het scherp of stomp zijn der z^de a moet beoordeelen. 

Een der hoeken P' en Q' negatief wordende , zoo zal zulks aan- 
duiden, dat de loodrechte boog buiten den driehoek valt, terwijl 
de soort der hoelcen B , C alsdan zal moeten uitmaken , aan 
welke z^'de de kortste loodrechte boog gelegen is. 

De drie behandelde oplossingen^ die nog met vele andere kun- 
nen vermeerderd worden, samen nemende, blijkt, dat voor het 
berekenen van elk der onbekende elementen afzonderlijk , de !« 
oplossing de voorkeur verdient , omdat daarbij elk element onaf- 
hankelijk van de anderen wordt gevonden. Moeten echter de 
drie elementen berekend worden , dan is de 2e oplossing de beste, 
als zijnde de kortste en nauwkeurigste voor de bewerking met 
getallen. De 3^ oplossing is in geen geval verkieselijk , doch heefi; 
groote overeenkomst met de 2^ oplossingen der beide eerste ge- 
vallen. 

Voorbeeld. Zij A = 66» 57 S^Ö. ft =:75«0'5r,3. c=:41«9'46". 

Berekening der onbekende zijde a en der hoeken B, C, vol- 
gens de V oplossing. 

ligb = 0,5723798 ltgc = 9,9416540 

l€08A. = 9,5927520 lcosA = 9,5927520 

Z^j) 1=0,1651318 l tg p' ='2fiÜiÖêÖ 

^ = 55ö38'21",9 / = 18«53'45V 

c = 41 9 46 6 = 75 O 51,3 

c— jp = — 140 28' 35'',9 6-i> =560 T b'fi 
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l €08 (C— ;p) 

Icosb 

Icosp 

Icosa. 
a = 

Itgkz 
l sinjp z 

l sin (c — -p) z 
ItgBz 


B = 


= 9,9859874 
= 9,4125929 

9,3985803 
= 9,7515864 

= 9,6469939 
73fl^ 39' 57'',8 

: 0,3711962 
: 9,9167182 

0,2978344 
: 2,39791 44— 

: 0,88^9200— 
970 20'31'',3 


l cos (ft— p') 
Icosc 

l coap' 

Icosa 
a: 

l sinp' 


: 9,7462802 
: 9,8768042 

9,62!20344 
; 9,9759406 

9,6469938 
63» 39' 57'',8 

0,3711162 
9,5103464 

9,8813626 
9,9191773 


l sin {b—p') - 

ltgC = 9,9622853 


C = 320 30'55''^0. 


Volgens de 2^ oplossing. 

b= 75» 0'5r,3 

c=; 41 9 46 

6 — c= 33 51 5,3 

64-c=:116 10 37,3 

I (fr—o) = 16 55 32 ,6 

\ (b+ó) =58 5 18 ,6 

A= 66 57 8,6 

iA=; 33 28 3i ,8 


l sin i (ft-c) = 9,4640895 
l sin { (6-H?) = 3,9288390 

9,5352505 
/co^^A = 0,1796207 

^^i?^(?=^) = 9,7148712 

1(B— O) = 27«24'48'',0 

{ (B-f-C) = 69 55 43 ,2 

B=97 20 31,2 


lC08\ (b — c) 
l cos I (b+c) 


i (B+0) = 


= 9,9807680 
= 9,7231343 

0,2576337 
0,1796207 

= 0,4372544 
69«55'43'',2 


C = 42^ 30' 55^,2 


l tg I {b+c) = 0,2057046 
l cos J (B+C) = 9>5355343 

9,7412889 
l cos I (B— C) = 9,9482703 

ltgia = 9,7929686 

}a = 31M9'58'',8 

a = 63 39 57,6 
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^ smj (6- c) = 9,4640895 
lco8{A = 9,9212295 

"9J3853190 
l sin { (B— C) = 9,6631413 

iwn|az= 9,7221777 

Ja = 310 49'58'',9 

a=:63 39 57,8 

De leerling oefene zich verder in het berekenen der onbeken- 
den , volgens de formnlen der laatste oplossing. 

IVde GEVAL. 

Gegeven zijnde eene zijde a met de beide aanliggende hoeken B en O, 
te vinden den derden hoek A , benevens de beide onbekende zijden 5, c. 

De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen. Daar 
de, oplossingen geheel overeenkomen met die van het voorgaande 
geval en alle formulen daaruit zelfs onmiddellijk ^kannen a^eleid 
worden door de hoeken door de supplementen der overstaande 
zijden en omgekeerd te vervangen, zullen wij slechts het voor- 
naamste meédeelen en de bewerkingen aan den lezer overlaten. 

1^ Oplossing, De drie grondformulen voor dit geval zijn 

co^ A = — co« B cos C 4- «én B sin Gcosa 
cot bsina=z sin G coiB -^^ cos a cos O 
cot c sin a = sinB cot G -^ cos a cos B y 

gevende door oplossing der drie onbekenden en herleiding het 
volgende stelsel: 

cot Q =: tang B cos a eotQ' =z tang C cos a 

._cosB c^(C— Q) _ cosG (j^(B— Q') 
sin Q sin Q 

. , cos Q' 
tang c =: lang a — -2L— - . 

^ ^ cos (B— Q') 

Deze formulen kunnen weder uit de figuur afgeleid worden, 
wanneer men bedenkt , dat de ingevoerde hulphoek Q juist den 
hoek BCD en evenzoo Q' den hoek OBF voorstelt. 

"2^ Oplossing. Met behulp der Nep. analogiën, laten zich de 
onbekende zijden berekenen door de formulen 
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en vervolgens de hoek A door eene der formnlen 

' wn J {b — c) ' cosl (6— c) * 

waarin de beide eersten aan de Nep. analogiên , de beide laatsten 
aan de formnlen van Gauss ontleend zijn. 

3^ Oplossing, Men trekke den loodrechten boog AE, en stelle 
de segmenten CE, BE=:^', q', dan vindt men gemakkelijk 

De gegevens zullen hier onmiddellgk doen kennen , of de ge- 
melde boog binnen of buiten den driehoek valt. 
Vervolgens heeft men ter berekening van 5 en c 

^ co«C' ^ cosh' 

kunnende de derde hoek A , hetzg even als in de vorige oplos- 
sing, hetzg door de meer eenvoudige formule 

^4 •. mB . sinG 

sin A.-=-sina — — , = stna— — 

stnh smc 

worden berekend. 

Voorbeeld. Zija=: ISOMyiS^ö. B=570 13'12\ C=120»0 25' 

Men zal , door de toepassing van de hiervoor gegevene formnlen 
vinden 

A=:87«35'52'. 6 = 53^ril\46. c =r 124» 38' S'éS. 
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Vde GEVAL. 

Gegeven zijnde twee zifden a , h met een der overliggende hoeken 
A, te vindende beide overige hoeken B, C, benevens de onbekende 
zijde c. 

Dit en het volgende geval behooren tot de zoogenaamde twy- 
felachtige gevallen , dew^l de gegevens zoodanig kiinnen zijn , dat 
zg gelijktijdig op twee verschillende driehoeken van toepassing 
worden, gelijk uit de navolgende beschouwingen zal blijken; zulk 
eene omstandigheid heeft men reeds in het YI^^ geval der recht- 
hoekige driehoeken leeren kennen. 

Zonder vooraf de onbekende elementen te berekenen , zal men 
uit de gegevens onmiddellijk kunnen opmaken, welke der beide 
omstandigheden hier zal plaats vinden. 

Immers , onderstellende in de eerste' plaats , dat a>b en 
a-f-è > 180% dan zal ook A > B en A-f-B > 180«. Daar nu 
A niet scherp noch recbt-^ijn kan, zoo stelle men A=:90®4-A' 
en B =: 90* -+- B' , dan ssaA. aan beide voorwaarden voldaan wor- 
den , indien A' > B', doch zulks zal evenzeer het geval zijn , 
indien men B door zijn supplement 90® — 'B' vervangt. 

Laat in de tweede plaats a<6 en a-f-&< 180® ondersteld 
worden j dan zal ook A<B enA + B< 180®. Daar nu A hier 
stomp noch recht kan zijn , zoö zij A = 90® — A' en B = 90* — B', 
dan moet A' > B', en men ziet , even als hierboven , dat zoo wel 
de hoek B , als zijn supplement 90 •+- B' aan de beide laatste 
voorwaarden zullen voldoen. Li dit en in het voorgaande geval 
kunnen er alzoo twee verschillende driehoeken met de gegevens 
bestaanbaar zijn. Geen driehoek zal echter mogelijk zijn, indien 
in het eerste geval A < ^0®, en in het tweede A > 90". 

Heeft men echter a > 6 en < 180® —ft of a-f- 6 < 180®, dus 
ook A>Ben A-f-B< 180® , dan kan A zoo wel scherp als 
stomp zijn. Stelt men nu A = 90® — A'.en B =: 90® — B', dan 
zal het supplement van B thans niet in aanmerking kunnen ko- 
men , uit hoofde hierdoor A < B wordt. Stellende daarentegen 
A = 90® + A' en B 1= 90^® — B', dan zal men het supplement van 
B insgelijks moeten verwerpen, vermits anders A-4-B> 180® 
wordt. TJit de hier aangenomen onderstelling volgt daarenboven 
26 < 180® en 2B < 180®, zoodat de zyde b met den overstaanden 
hoek gelijksoortig is , en dus beide scherp moeten zijn. 

Stelt men eindelijk nog a<5 en a-^-b > 180® , dan zal het 


^^ ' ^ ^ ^ 


/ 


^^L^^ Jt ^éc^^^^U^Xc^ U^ /^ ^ ^^ ^-^ ^ "^^^^ 
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op gelijke wijze als hierraor blijken, dat hier slechts ééne waarde 
van B aan eene der Yoorwaarden A<BenA4-B> 180* zal « 
kunnen voldoen, en men tevens zal hebbend > ^0* enB > 90*. 

Op grond der voorgaande redeneeringen kan men thans den 
navolgenden regel vaststellen, ter beslissing in het tw^felachtige 
geval. 

Is namelijk A > 90« , a > 6 en a -f 6 > 180^ 
of A < 90» , a < 6 en a 4- è < 180® , 

dan heeft de hoek B twee verschillende waarden, die met de geS 
gevens bestaanbaar zijn. 

Is echter a>h en a-f-ft< 180<> , 

of a<6ena4-6> 180% 

dan zal de hoek B slechts ééne waarde kunnen hebben , en altijd 
gelijksoortig zijn met de overstaai^de zijde h. 

Men kan den voorgaanden regel nog eenvoudiger aldus voor- 
stellen : 

Er zal slechts één driehoek mogelijk zijn , zoodra de zijde a tus- 
schen de zijde h en haar supplement 180° — b gelegen is; B en h 
zullen alsdan gelijksoortig zijn. In het tegenovergestelde geval zul- 
len er twee driehoeken kunnen bestaan^ mits de hoek A m>et de 
zijde a gelijksoortig zij. J 

1^ Oplossing. De drie grondformulen , in dit geval te gebrui- i 

ken, zijn: 

stna stnb ' . . 

stnA stnB ^ ' 

cosazn cos bcosc-i- sin bsinccos A . . . . (b) 
cot a sin b z= sin C cot A -{- cos b cos C . . . • (c) 

Uit (a) volgt 

. T> sin b sin A ,,. 

stnB= : (d) 

stna ' 

en deze formule geelt twee supplementaire waarden voor B. Of ^^^ 
zij beiden dan wel een van beiden moeten gebruikt worden, is 
vooraf volgens bovengenoemde regels uit de gegevens afgeleid. 
In alle gevallen wordt voor de bestaanbaarheid vereischt, dat 

sin b sin A < sin a , 

hetgeen overeenkomt met de eigenschap, dat de loodl^n uit C 
neergelaten , kleiner of grooter dan de zijde a moet zijn , naar- 
mate zij beide scherp of stomp zijn. 

Stellende sin b sin A=:sing>, dan vindt men gemakkelijk uit [d] 
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tofV(46*-lB)==±|/f224fe^» 

welke formide ook twee waarden voor B oplevert en bgzonder 
dienstig zal zgn , ingeval die hoek weinig van 90^ verschilt en 
alzoo door zgn sinas niet nanwkeurig kan bepaald worden. 
Qm nit de verg. {b) het onbekende element c op te lossen , 

sohrgve men 

easazzzcosb {caa c + afnc tang hcosA) 

en stelle 

tang bcos A=, tang p, 

dan wordt 

cos b cos Ic — «) 

cosa = ^ ±-i, 

cosp 

of, nemende ^ c — i> = 9 

cos b cos Q 

cosa=:- 2.; 

cosp 


derhalve 


cosa cosp 
cos q = —tl 

cosb 


en c =:zp ± q. 

Het dubbele teeken dient hier om aan te wijzen, dat uit cosq 
zoowel de positieve als de negatieve waarde van q moet genomen 

worden. ^ 

Op die wgze ontstaat de dubbele waarde van c, die in eene 

enkele overgaat wanneer q'> P' 
Om uit formule (c) de onbekende C op te lossen , ga men aldus 

te werk: 

.u/sinCcotA , ^^«r»\ 

cotaz^ootbl r h cosL], 

\ cosb / 


dan wordt : 


cosb 


cotbcoslC^F) 

cota — -^5 

cos P 


of, steUende C — P = Q, 


^ cosVtangb 
tanga 


C = P±Q; 

aangaande het dubbele teeken van Q valt hetzelfde op te merken 
als bg q. 
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Voor de oplossing der drie onbekenden heeft men nn het yo1< 
gende stelsel formulen 

9in h sin A 

'9 


sinB=i 


stna 
tangp = tangheos A , co^P = coa 6 tang A , 

cosb tang a 

c=p±q, C=:P±Q. 

Deze formnlen kan men ook onmiddellgk nit de figanr afleiden, 
wanneer men bedenkt (fig. 40), dat p en ^ jnist de stokken voor- 
steUen, waarin de zgde e door de loodlijn uit het overstaande 
hoekpunt wordt verdeeld , en evenzoo F en Q de overeenkomstige 
deelen van den hoekC; dan heeft het dubbele teeken betrekking 
op de gevallen , dat de loodlijn CD binnen en buiten den drie- 
hoek valt. 

2e Oploseing. De hoek B wordt eerst op dezelfde wgze bere- 
kend , namelgk door de formule : 

. T» sin h sin A — , * 

stnBzzz ; . , (a) 

stna 

men vindt daarna de elementen c en C door middel van de vol- 
gende aan de Nep. aniJogiên ontleende formulen.: 

tang J c ^^^^(A+B) , . cos ^ (A-FB) . 

C='^'Lai^ca^t(A-B)=£2ii^^ 
^ s%n\ (a + h) ^ co8\{a + b) 

Heeft men nu uit (a) twee waarden voor B gevonden , dan moet 
men ze achtereenvolgens in deze formulen overbrengen en ver- 
krijgt hierdoor de overeenkomstige dubbele waarden voor c en O. 

De voor- en nadeelen van elk der beide oplossingen zullen den 
aandachtigen lezer ook zonder nadere omschrijving in het oog 
springen. 

Ie Voorbedd. Zij a=SO^ 10' 30'. 5=40*0'10'. A=42« 15: 14'. 

Hier is a tusschen b en 180^ — b gelegen, zoodat er slechts 
één driehoek met de gegevens bestaanbaar is , zullende B gel^k- 
Boortig met b en dus < W^ zgn. 


// 
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Berekening volgens de 1« oplosHng. 

l8inb = 9,8080926 
l8inA=z 9,8276387 

9,63573i3 
l sin a = 9,8853636 

lsmh = 9,7503677 
B = 34M5'3'2, 
ltgb=: 9,9238563 lcosa = 9,806481 7 

l cos A = 2,8693330 lcosp = 9,9291 471 

^ l tg pz=z 9, 793\S9S 9,7356288 

^ = 31» 50' 46" - ^ C05 6 = 9,8842363 

q =U 44 50* ^ Zcoj 9 =9,851 3925 

c =76» 35' 36" ^ = 440 44' 50" 

c is hier gelijk de som der segmenten penq, uithoofde q<p 

en dientengevolge de loodrechte boog binnen den driehoek valt. 

lco8b = 9,8842363 ltgb = 9,9238563 

l tg A = z= 9,9583058 lcosF=z 9,7567851 

lcotV = 9,8425421 Icota — 9,921 1 182 

P= 55^ 9' 59" Zco«Q = 9,6017596 

Qz= 66 26 21 Q = 66° 26* 21" 

C = 121» 36' 20". 

^VowbeeU. Gegeven a=65033'40". 6=78020'30". A=63oi8'20". 

tn dit voorbeeld ligt a niet tusschen b en 180» — b , zoodat er 
twee verschillende driehoeken mogelgk zijn. Men zal vinden 

B= 73»Ö7'55:,2 B = 106» 2/ 4",8 

C = 102 53 32,4 C= 33 19 10,4 

0= 96 37 24 ,2 cs= 64 2 17,4. 

VId« GEVAL. 

Gegeven zijnde twee hoeken A en B met eene tegenoverliggende 
zijde a, te vinden de beide overige zijden b, Cy benevens dender- 
den hoek G. 

De beoordeeling over het al of niet bestaanbaar zijn van twee 
driehoeken, die met de gegevens t)Yereenstemmen^ geschiedt met 
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behulp van den navolgenden regel , welke door eene gelijksoortige 
redeneering als die voor het V**^ geval verkregen wordt, en 
daarenboven nit de beschoawing van den pooldriehoek af te lei- 
den is , te weten : 

Is a > 90» A > B en A + B > i80<> , 

of a < 90» A < B en A 4- B < 180» , 

dan heeft de zijde b twee verschOlende waarden. 

Is echter A > B en A + B < 180% 

of A <B en A + B> 180», 

dan bestaat er slechts ééne waarde voor de zijde b, welke alsdan 
mot den hoek B steeds gelijksoortig zal zijn* Men kan dezen 
regel insgelijks aldus voorstellen : 

Er zal met de gegevens slechts één driehoek overeenstemmen j inr 
dien de hoek A tusschen den hoek B en zijn suj^plement gelegen is; 
B en b zullen alsdan gel^ksoortig zijn. In het tegenovergestelde ge^ 
val zuUen er twee driehoeken bestaan^ mits K en u gelijksoortig z^. 

1^ Oplossing. De grondformulen voor dit geval dienstig, zijn 

sina sinb 

sin A "*" sin B ' 

cos A = — cos B cos C + sin B sin Gcosa j 

cot asincz=. sin Bcot A-\~ cos c cos B. 

Door gelijksoortige herleiding als in het voorgaande geval ver- 
krijgt men het volgende stelsel voor de berekening der drie on- 
bekenden : 

. , sin a sin B 
stnb= :— - — , 

smA 
tang q =z tang acosB, tang Q = cosa tang B , 

sin q tang B . ^ cos k. sin Q 

^ tang A cosB 

Ook deze formulen kunnen gemakkelijk uit de figuur worden 
afgeleid , wanneer men nagaat , dat p en q de stukken der zijde 
c en P en Q de deelen yan den hoek.C voorstellen. De dubbele 
oplossing wordt veroorzaakt door de beide supplementaire waar- 
den , die> uit sin p en sin P gevonden worden , terwijl slechts de 
positieve waarden van c en C in aanmerking komen. 


/ 
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Uit de eente fonnale volgt, dat in alle geyallen yoor de be- 
staanbaarheid vereischt wordt 

HnasinB ^ sin A. 

Yoor waarden van 6 , die tot 90^ naderen , gebroike men de 
formnle 


waann 


sinip=:8inaHn B. 


^ Oplossing, Men berekent eerst de zijde b uit de formule 

sin a sin B 


sinhziz 


sinA 


en daarna c en C door dezelfde Nep. analogiën als in de ^ op- 
lossing van bet voorgaande geval. Alle opmerkingen daar ge- 
maakt, gelden ook bier. Is eene der beide grootheden C en c 
door de Nep. analogiën verkregen, dan kan de andere ook door 
de sinusformnle worden gevonden. 

V Voorbeeld. Zga = 109M5'33'. A=I39ö53'52\ B=42«42'46. 

Hier is A > B en > 1 80® — B , zoodat er twee driehoeken met 
de gegevens zullen overeenstemmen. 


Berekening vorens de ^ oplossing, 

Z «na = 9,9749887 
lsinA = 9,8089892 

(*) 0,1659995 
lHnB=: 9,8314369 

lsinb = 9,9974364 

& = 83»46'50'' 

en 6 = 96ö|3'iO'' 


A 

B 

A-hB 
A — B 


139» 53' 52' 
42 42 46 

182 36 38, 
97 il 6 


i(A-f-B): 

i(A-B) 


9IM8'19'' 
:48«35'33'' 


l sin 9,9998872 
l sin 9,8750755 

^0,1248117 
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lal 


a=:109» 15' 33" 
. 6 = 83 46 50 

a— 6= 25 28 43, |(a — 6)= 12o 44' 21'',5 / ^^ 9,3542635 

j.^ 9,4790752 

|c=16M6'13",2 

c = 330 32'26^4 


ltg\c^ 


a 
h 


109« 15' 33' 
96 13 10 


9,1248117 

a — 6 = "T3 2 23, |(a--6) = 6o 31'ir,5 i^ 9,0579959 

ltg\c= 9,1828076 

|c= 8039'42%2 

c = 17« 19'24%4 

Berekening van den koek C en de zijde c, volgens de Ie oplossing. 


i cos a = 9,5183056 
Itg^ziz 9,9652894 


lcot(i = 9,4835950 — 
Q = — 730 3'51",2 

P :r= 84» 47' 13",5 
Q — — 73 3 51 ,2 

C=:P-hQ— 11<^43'22",3 

i *m C = 2,3078766 
{*) = 0,1659995 

lsinc = 9,4738761 
c = 17M9'24'',6 


l sin Q = 9,9807449 — 
lcosA = 9,8836026 — 

9,8643475 
lcosBz=i 9,8661475 

l sin P = 9,9982000 

en P = 95'> 12' 46',5 

Q = — 73 3 51 ,2 

C= P + Q = 220 8~55%3 

l sin C = 9,5763547 
= 0,1659995 

l sin c = 9,7423542 
c = 33'>32'26M 


De beide waarden van c moeten < 90" genomen worden, ver- 
mits C < A zijnde , ook c < a moet zijn. 

Aanmerking. De eerste wijze van berekenen der twee waarden 
van c is in zoo verre verkieslijk boven de tweede, omdat uit 
deze laatste niet rechtstreeks kan opgemaakt worden , welke der 
beide reeds gevondene waarden van de zijde h met die van den 
hoek C of van de zijde c overeenstemmen. 

2c Voorbeeld. Zij a = 38» 15' 15^,2. A = 1180 80'. 3=40» 13' 5\ 

Hier ligt A tnsschen den hoek B en zijn supplement, zoodat er 
slechts één driehoek mogelijk is. Men zal vinden 

h .= 27« 9'9'',44. c =170 9' 26",64. C = 24» 40 11". 

11 
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100. Zie hier nog eene meetkundige besdüouwin^, welke te- 
vens tot nadere toelichting der beide twijfelachtigb g^valleli zal 
knnnèn strekkeii. 

AT>A.'d (fig. 42) verbeelde een grooten cirkel des bols, AA' den 
halven omtrek van een tweeden grooten cirkel , loodrecht o^ het 
vlak des eersten staande , en waarop een willekeurig p.önt P 
genomen is, zijnde PA < 90^. Men trekke door ^it punt onder- 
scheidene bogen van groote cirkels Bf, Ce, Dd enz., dan zullen 
de gedeelten PB , PC enz. achtereenvolgens toenemen ,^ zoodat de 
loodrechte bogen PA , PA' , de kleinste en grootste afstanden 
van het punt P tot den cirkel ADA'd zullen voorstellen. Immers, 
in den' rechthoekigen driehoek PBA zal L B scherp , en dus 
AP < BP zijn. In den driehoek PCB is L C^ insgelgks scherp , 
doch L B stomp , dusï*B < PC enz. De scherpe hoeken B^ C enz. 

r 

zullen achtereenvolgens verminderen tot rn het punt , dat op 90* 
afstand van A ligt , waarna die hoeken op nieuw zullen aan- 
groeien , om in het punt A' gelijk 90° iè wordtn. Onderstelt 
men verder, daf de punten E en t* op gelijke afstanden van 
h'ét piint A', als de punten C en B van A v^rwijfderd zijn, dan 
zal ook boog AB =: boog Ab en AC n Ac , dus ook PB = P6 en 
PC = Pc zijn. Nu toont de figuur ten duidelijkste aan , dat de 
driehoeken CBIP en CbP twee gelijke zijden met een gemeen- 
schappelijken hoek C óver eene dezer zijden hebben, en zulks 
insgelijks het geval is met hunne supplementsdriehoeken fPe , 
^..'^ YP$, Voor de beide eersten zal blijkbaar 

» 

L C < 90% BP < i>C, PB-hPG < 180« , 

en voor de beide laatsten 

L e < 90% Vf> Pc en PjT -h Pe > 180«. 

Met de driehoeken DBP , D2»P , en hun supplements-driéhoek 
zal zulks evenzeer het geval zijn. 

Beschouwt mëh daarentegen den driehoek PFC , dan blgkt hier- 
uit , dat er met de gegeven zijden PF , PC en dfen overstaanden 
hoek F , slechts één driehoek mogelijk is , dewijl in den driehoek 
FPc , de zijde FCc > 1 80° wordt , én zulks eveneens zou plaats 
vinden b]j zijti supplements-driehoek Vhe , samengesteld uit de 
zijden Pc , P5 , en den hoek h, Yoor den eersten dezer driehoe- 
ken heeft men 

OP < FP en CP 4-FP < 180% 









4. ^^ 
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Yoor den laatsten daarentegen , zal 

Fe > P6 en Fe-^Fb < 1öO« , 


/ 
/ 


hetgeen alles met de vroeger gegeyene Yoorwaarden overeenste^ét. 

Voor het VI® geval is het onnoodig eene afisonderlijke fi^ur 
te ontwerpen, dewgl de daartoe betrekkelijke voorwaarden/ door 
middel van den pooldriehoek , onmiddellijk uit die voor' het Ve 
geval knnnen afgeleid worden. / 

101. Ofschoon de hiervoor vermelde eigenschapiten steeds 
voldoende zgn , om allen twijfel op te heffen nopens de beslissing 
of een der elementen eens driehoeks scherp of /stomp aan te 
nemen zij , achten wij het echter niet ondienstig , hier kortelijk 
in eenig onderzoek te treden aangaande de onderscheidene geval- 
len , die zich in eiken driehoek , ten aanzien van het scherp of 
stomp zijn der zes elementen, kunnen voordoen. 

In de eerste plaats laat zich gemakkelijk betoogen, dat indien 
elke der drie hoeken scherp is , de drie ^den alsdan insgelijks 
scherp moeten zijn. Immers , daar de loodrechte boog CD (fig. 40) 
in dat geval binnen den driehoek valt ^ en elk der hoeken P, Q 
scherp is , zullen de zijden AC en BO eveneens scherp moeten 
zijn (n^. 88), terwijl het op gelijke wijze blijkt, dat dit met 
de derde znde AB evenzoo zal pla^its hebben. 

Beschouwen wg in de tweede plB^ts een driehoek, wiens hoe- 
ken allen stomp zijn. De loo^echte boog valt alsdan weder 
binnen den driehoek , doch hier behooren twee verschillende ge- 
vallen ten opzichte der hoeke|( P en Q onderscheiden te worden. 
Deze kunnen namelijk beido' scherp , of een derzelve , bijv. P , 
kan stomp , en de ■ andere pTcherp zijn. In het eerste geval zal 
elke der zijden AC en BQ stomp moeten zijn, en aangezien elk 
der segmenten AD en BD' scherp is , zoo kan AB scherp of stomp 
zgn. In het tweede geviil is de zijde AC scherp en BC stomp , 
doch aangezien AD gelijksoortig met den hoek P, en dus 
stomp is , zal ook AB stomp moeten zijn ; waaruit gemakke- 
lijk op te maken v^lt, dat men, bij drie stompe hoeken^ zoo 
wel drie stompe zijden , als twee stompe en eene scherpe zijde 
kan hebben , in .welk laatste geval de scherpe zijde noodzakelijk 
over den kleinsten hoek zal liggen. Wanneer wij dan het scherp 
of stomp zijn van eenig element des driehoeks , kortheidshalve 
door bijvoeging van de letter ^ of S aanwezen , dan verkregen 
wg reeds de drie navolgende gevallen : 
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As , Bs , Cs as , hs y CS {1) 

AS, BS, CS \ ^S>^ö' ^S (2) 

' ' ^ aS, 6S, c« (3) 

Passen wij thans elk dezer drie gevallen op een der snpple- 
ments-driehoeken toe , waarvoor wij dien op de zijde c beschreven 
kiezen, dan ziet men gemakkelijk in, dat hieruit nog de navol- 
gende gevallen voortvloeien : 

AS, BS, Cs aS, ftS^, és (4) 

A., B.,CS i «^, J*/<^S (5) 

(. a Sj 00, C8. . y , . (6) 

Gebruikt men hierb^ den snpplements^driehoek op de zijde b , 
dan geeft ons het derde geval nog het volgende : 

Asy BS, Cs. asy bSj c8 . . . . (7) 

Uit dit alles blijkt alzoo, dat er hoogstens zeven gevallen mo- 
gelijk zijn, te weten: 

l'*. Drie scherpe hoeken met d^ie scherpe zijden. 

'20 • Drie stompe hoeken , nu>t ^ f '"^^ ^ *^ "^^ ^^- 

// drie stompe zijden. 

3^. Een scherpe en twee stompe hoeken, met eene scherpe en twee 

stompe zijden. 

4». Een stompe en tmj scherpe ( ^ ^'^^ '^^' , 

^^, . , Xeene stompe en twee scn/erpe^den. 

' ' ( een/e scherpe en twee stompe zfjden. 

Aangezien de zijden en hoeken eens bolvormigen driehoeks, 
gel^k reeds in n^/ 73 opgemerkt is , overeenkomen met de zg- 
vlakken en standhoeken van een drievlakkigen hoek , wiens hoek- 
punt in het middelpunt van den bol ligt, zoo zal het onnoodig 
zijn bier bij te voegen , dat de thans afgehandelde zes gevallen 
der bolvormige driehoeksmeting, evenzeer toepasselijk zijn op de 
berekening van drie der zes elementen eens drievlakkigen hoeks , 
wanneer de drie overige gegeven zijn. 


§ 18. 
Over het berekenen der oppervlakte van een bolvormigen driehoek. 

1G2. Indien men het oppervlak van den bol O noemt , en het 
spherisoh exces A-fB + C — 180<> = 2^ stelt, dan zal, gelijk 
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in de meetkande geleerd wordt *), het oppervlak des bolvormi- 

4B 


gen driehoeks ABC uitgedrukt worden door j^ X O , of in vier- 


kante lengte-eenheden , door X r* n, waarin B den rechten 

hoek , en r den straal des bols beteekent. In enkele gevallen der 
bolvormige driehoeksmeting laat zich de waarde van d of van het 
halve spherische exces, onmiddellijk uit de gege^e^e elementen 
des driehoeks berekenen , zoo als wij thans zullen aantoonen. 
Uit de in n®. 95 betoogde formulen (18) en (20) volgt: 

sin l (A + B) ^cosl{a-b)eosiC 

co» } ( A 4- B) = £?LÜi±^f^Ü^ , 

De eerste met sin\C , en de tweede met cos^C vermenigvul- 
digd zgnde, zoo geeft het verschil dezer producten 

— cos } (A + B + C) =siw^=r — 2 — - — J^8tnG . (1) 

Dezelfde formulen geven , door de eerste met cos ^ Q^ en de 
tweede met sin | C te vermenigvuldigen , en vervolgens de som 
der producten te nemen , 

wn |( A + B + C) = co« <> = 

cos\(a — h) cos^ I C •+ CQg j^ (g + &) sin^ \ C 

cos Ic 

cos\{a — b) (i -h cos C) -j- cos {{a + h) (i — cos O) 

^cos\c 

cos \ acos {b-i- sin jasin {bcos O #qv 

cos \c 

De vergel^kingen (2) en (i) door elkander deelende , komt er 

cot S = cotlacotib-^cosC .^^ 

sinC ^ ^ 

waardoor d uit twee zijden met den ingesloten hoek kan worden 
bepaald. 

Om de voorgaande formule voor de logarithmische berekening 
meer geschikt te maken ,1 stelle men , indien C < 90^ , 

cot la cot Ib . ^ 


*) Leerboek der Meetkunde. II. § 25. 
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dan wordt cot dzusec*- q>cotC , 

of tg 3 = tgO cos^ g>. 

Ib O > 90* , dan stelle men C == 90» 4- C' , en yerder de breuk 

cot ia cot Ib . , - , 

sm C' ' 

naar dat hare getallen-waarde < of > 1. 

In het eerste geyal vindt men: 

cotd = — cos^ (ptgC , 
en in het tweede 

cotd = tg^ q>tgG'. 

103. Schrijft men de form. (1) onder den navolgenden vorm 

• • sin a sin b sin C 

écos\a cos \bcos\c^ 

dan zal , stellende als in n». 98 de wortel-nitdrukking 

21/ sin s sin {s — a) sin (s — b) sin (« — c) = P , 

en, in aanmerking nemende dat, volgens form. (15) van n<*. 94 

sinC = ^. —, 

stn a smb 

hieroit afgeleid worden: 

p 

sinS = -- j _ . X ... (4) 

4 cos \ a cos -\ b cos | c ^ '^ 

waardoor d uit de drie zijden des driehoeks kan worden berekend. 
Er bestaat echter eene voor de logarithmische berekening meer 
geschikte uitdrukking voor d, waartoe men onder anderen op de 
navolgende gemakkelijke wijze kan geraken. 
Daar namelijk 

sin |( A + B) _ cos ija^b) 
cos \C cos ^c ' 

en dus 

sin ^ (A H- B) — cos {- O cos ^{a — b) — cos{c 

sin I ( A •+• B) + co* ï C cos -J- (a — b) + cos^c ' 

zoo vindt men hieruit door de gebruikelijke herleiding 

t9iScot\(lS0^+A + B'--C) = tg{(a + c--b)tg\(b+c—a) 

= tgi(s---b)tg{{s^a) . . (5) 

Eveneens besluit men uit de vergelijking 


cQg ^ (A -h B) _. cosl ja + b) 
sin \ O cos \ c 
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eog |( A -H B ) — «n j- O _ cos {(a + b) — eo8\e 
C08 J ( A -4- B ) + sin {C cozl(a + b) + co$ic^ 

doB ook 

— igi^^ffii^ — ^) ' • • • (6) 

Yennenigvnldigende (5) en (6) met elkander , zoo Verkrggen wg 
hierdoor ter berekening van het spherisch exces d de fraaie formule 

tgld=i/'tgistgi($^a)tgi{s^b)tg\(s — c) . (7) 

* 

welke men aan Lhüillier rerschuldigd is. 

De formulen (1), (2) en (3) op den rechthoekigen driehoek 
waarin C =: 90^ toepassende , bekomen w^ Yoor dat bgzonder geval : 

._ • ainiasinlb 

sin o zr f — - — * — , 

cos^c 
^^^jt cos la cos Ib 

cos o ZS ^ 2 — , 

COSjC 

tgd^tgiatg^b, 

_. njt wtt a sin b sin asinb 

stn ao zm • — —r—T — zz: . , 

2 co$^ \c 1 + co« c 

_^oji cosa + cosb' . c%3t sin a sin b^ 

cos 20^1 -- — ï , tgzoz^ -. 

1+cosc ' cosa + cosb 

I 19. 

Bijzondere gevallen van oplossing. 

104. Yoor de oplossing van een geval van driehoeksmeting is 
het niet noodzakelijk , dat de gegevens elementen van den drie- 
hoek zijn; elke drie onderling onafhankelijke combinatiên van 
elementen , zullen evenzoo voldoende zijn om den driehoek te 
bepalen. Ook bepaalde betrekkingen tusschen twee of meer 
elementen kunnen in plaats van de gegevens treden. Yan een en 
ander zullen wij eenige voorbeelden behandelen en daarbij telkens 
den driehoek als bekend aanmerken , wanneer op eene of andere 
wijze drie elementen afzonderlijk zijn berekend, zoodat het geval 
tot een der hoofdge vallen van § 17 is teruggebracht. 
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Ie Voorbeeld. Oegeven eem zijde a, de tegenovefyelegen hoek A 
en de soin of het iferschil der beide andere ztjden of hoeken. 
Door de fonunlen van Gaüss 

«» } (B - C) = filii^^ co« i A , 

CM i (B + C) = £2fi4±£) ^„ I A , 

«w 4 (B - C) = !Hi*±£) «n i A , 
' stn\a 

kan men in elk dezer gevallen twee onbekende elementen yan 
den driehoek berekenen en daarna door de sinnsformule de andere. 

2® Voorbeeld, Gtgeven twee zijden a en bj benevens het verschil 
of de som der tegenovergelegen hoeken A en B. 

Door de formule (24) van § 16 vindt men in elk der beide ge- 
vallen de hoeken A. en B. 

3^ Voorbeeld. Gegeven eene zifde c , een aangelegen hoek B en 
het verschil der beide andere zifden a en b. 

Uit de formulen voor de tangenten der halve hoeken uitgedrukt 
in de drie zijden , volgt : 

sin (s — a) tang \A = sinis — b) tang \ B. 

Hierin zpi nu c ena — 6 bekend^ dus heeft men o6k(8 — a) 
en (* — ft), zoodat A kan berekend worden, waardoor drie ele- 
menten des driehoeks gevonden zijn. 

4e Voorbeeld» Gegeven (fig. 40) de hoek C , de loodlifn CD = g> 
en de som der twee z^den « -|- ft = jp. 

Uit de formulen 

sin q> = sin a m B , 

sin ft sm C = sin csinB, 

n, . , sin c sin q> , v 

volgt stnastnb^i» ■ . ^ — 2: («) 

stnKj 
Verder is 

cos c ^=. cos a cosb -{- sin a sin ccosO . 
= cosacosb — sin a sin ft -f- 2 sin a sin b cos* | C 

of, lettende op formule (a), 

cos c = cosp -f- sin g>sinccot^C 

waarin het element c de eenige onbekende is. Om haar op te 
lossen, stellen wij 
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dan wordt 

sin (q^c) = cosp sin q , 

waaruit de waarde yan c wordt gevonden ; daarna vindt men ge- 
makkelijk de nog onbekende elementen. 

105. W^ zullen nu een paar voorbeelden behandelen , waarbij 
tusscben de gegevens bepaalde betrekkingen bestaan. 

Zij in de eerste plaats de driehoek gdijkbeenig en stellen wg 
r==6, dan is ook (n<^. 79) A = B. De grondformulèn geven in 
deze onderstelling 

C08C + tang a sin c cos A ::^ 1 , 
cosc=z cos^ a 4- sin^ acosO j 
— C05 C -4- tang AsinOcosa:=l, 
cos C = — cos* A -f- sin* A cos c. 

Deze vier formolen zijn toereikende voor alle gevallen van op- 
lossing. Door herleiding en ook door middel van de formolen 
van § 16 vindt men : 

cos A=:cota tang }^ c , 

sin\C = 'Ml^ 
svna 

cosa^=:cotAcot\Gy 

C0S\C=1 .* , 

stnA 

welke formolen ook onmiddellijk nit de figuur kunnen gevonden 
worden , wanneer men de loodlijn uit den top op de basis trekt. 
Is de driehoek gelijkzijdig ^ dan is 

a = & = c 
A = B = O, 

en hierdoor vindt men na eenige herleiding de eenvoudige be- 
trekking 

2 cos ^a sin ^A=zl (2) 

die men ook onmiddellijk aan de figuur kan ontleenen, en waar- 
door de zijde uit den hoek en de hoek uit de zijde kan bere- 
kend worden. 

106. Onderstellen wij , dat de hoeken verbonden zijn door de 
betrekking 

C = A + B. 

Men zal alsdan ter berekening der onbekende elementen, het 
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navolgend stelsel fonnulen vinden , waarvan wg het betoog aan 
den lezer ter oefening mogen overlaten : 

stn* J- a = — co^ B co^ C , sin^ {b = — cotAcotC, 
C08*\€z=: cotAcotB, 8tn^ \ c :=^ sin^ ^ a + sin* ^ b , 

sin^ I a = sin } (6 -f- c) sin i (c — è) , 
sin* ibzzz sin |(a 4- c) sin { (c — a) , 
cos* \c=:cos^(a + b) co3^{a — è) , 

coiA := tg \b cot\Cj 
cotf B = tg\acot\Cj 
cosCz=: — tg\a tg |6, 

C08 J (a + b)=z cos { c cot { C , cos \{a — b)=:cos ^ctg \C ^ 
«»n ^ (c -f- 6) = sin \ acot | A , sin {(C'-b)=zsin\atg\Aj 

«,tO=«,MA + B) = ^^±&=|, 

<<» MA — B^ - «*«i(« — fr) _ ,^ c(w|(a + & ) 
^^^ ^~atni(a + J)~*'^co8}(o — 6")' 

üit de voorgaande formolen blijkt , dat twee gegevens voldoende 
zyn ter bepaling eens driehoeks , ' waarin een der hoeken gelijk 
aan de som der beide overigen is. 

Beschouwen wij thans den supplements-driehoek op de zijde c , 
dan gaan A en B gelijk mede a en 6 in hunne supplementen 
over , en het is klaar , dat hieruit alsdan een driehoek ontstaat , 
waarin de som der hoeken gelijk aan vier rechte hoeken is. Yoor 
het bgzonder geval dus van 

A 4- B -f- C = 360» , 

veranderen de formulen hiervoor gevonden in de navolgende : 

cos*{az:zcotBcotO, cos* \b = cot Acot G. cos*\€z=:cotAcotB. 

sin* \ •+• sin* 1 6 -f- sin* | c = 2 , 
cos a -h cos b -^ cos c = — 1 , 

cos* {a=z — cos {(b-^c) cos j (b — c) , 
cos* I 6 = — cos { {a-\-c) cos ^ (a — c) , 
cos* \c=z — cos \ {a '•\'b) cos \ {a — 6) , 

co» A = — cot\bcot\c^ 
co« B = — cot\acot\Cy 
CO«C = — coit^acot^b ^ 
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eos \ {a -i-b) :=z — eos ^ e cot ^^ C i cos \ (a — b)z=e08 \ctg \C , 
co« J(6-f-c) = — cos\acotiA.y cos ^ (h — c)=icos {atg \A.y 
«w } (a + c) = — C05 1 6 co^ ^ B , cos^[a — c) = cos \ btg ^By 

De beide laatste formulen zullen , na behoorlijke letter-yerwis- 
Beling, insgelijks geldig zijn voor twee andere hoeken des drie- 
hoeks. 

De pooldriehoek des eersten driehoeks zal de eigenschap heb- 
ben dat 

a -f- 2> — c = 180* , 

terwijl die des tweeden zal geven 

a + b + c = 180». 

De formulen tot deze twee bijzondere geyallen betrekking 
hebbende , laten zich dus op de bekende wijze onmiddellijk uit 
de beide voorgaande stelsels afleiden. 

§ 20. 

Oplossing van eenige vraagstukken door middel van de 

bolvormige driehoeksmeting. 

107. Nademaal de bolvormige driehoeksmeting hare voornaam- 
ste toepassing vindt in de aardrijks-, sterre- en zeevaartkunde , 
zoo verwijzen wij te dezen aanzien naar de leerboeken over die 
onderwerpen , en zullen ons alzoo slechts bepalen bij enkele vraag- 
stukken van zuiver meetkundigen aard, ten einde tot toepassing 
der gelegde gronden te kunnen strekken. 

108. P Vraagstuk. Uit een punt A , genomen in de gemeenè 
doorsnede van twee vlakken P , Q , zijn twee lijnen AB , AC in het 
eenej en in het andere dezer vlakken getrokken; zoo nu de hoeken 
üjb, Cy bekend zijn, welke die beide lijnen zoo onderling y als elk 
met de gemeene doorsnede der twee vlakken vormen y vra^agt mende 
hoeken te bepoleny waaronder deze lijnen AB, AC op de vlakken 
Q en P hellen. 

Oplossing» Het punt A het. toppunt eens drievlakkigen hoeks 
zijnde, zoo beschouwe men het als middelpunt eens bols, en 
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men zal dadelgk inzien, dat in den èotronnigen driehoek, welke 
uit dezen drievlakkigen hoek ontstaat,' de drie zijden a, bj c 
gegeven z^n, en het er slechts op aankomt de waarden te be- 
palen der loodrechte bogen 9), 9)', yailende op de zijden c, b. 
Nu is in fig. 40 

sin CD = sin asinB y , 

terwijl uit de form. (15) § 16 Yolgt 

. • P 2|/ [sin s sin (s — a)sin(8 — b) sin («— c) J 

stn a stn c 

Derhalve 

2 

sing>=:--. — i/[sinssin{s — a)8in(s — b)sin{s~^c)'] . . (1) 
stn c 

en door c in 6 te veranderen, 

2 

sin q>' = . — 2 \/ [sin s sin (s — a) sin [s — b) sin [s — c)] . 
sin o 

Schrijvende in de laatste formule a voor b , dan bepaalt men 
hierdoor tevens den hoek, die de gemeene doorsnede der vlak- 
ken P, Q vormt met het vlak, gaande door de lynen AB, AC« 

109. ne Vraagstuk, Indien in het vorige vraagstuk de stand- 
hoeken A , B , C der drie zijvlakken , in plaats van de hoeken a , 
b , c der drie rUiben gegeven zijn , vraagt men dezelfde hoeken als 
hiervoor te bepalen* 

Oplossing. In de vergelijking 

sin q> = sin a sin B , 
voor ^na zijne waarde stellende, afgeleid uit de form. (17) §16, 
zoo vindt men 

sin<pz=:^^ l/T— cos S cos (S — A)cos (S — B)jcos (S — C)] 
smC ^ 

en door verandering van C in B , 

sin g>' = --1- ^f— cos S cos (S — A) cos (S — B) co« (S — C)]. 
sinn 

Xi6. lü© Vraagstuk. Gegeven zijnde de standhoek der vlakken 
P, Q, benevens de hoeken ^ die de lijnen AB, AC met degegevene 
doorsnede dezer vlakken vormen , zoo vraagt men den hoek te be- 
palen , waaronder deze doorsnede op het vlak der lijnen AB, AC helt. 

Oplossing. Men zal met weinig moeite inzien, dat dit vraag- 
stuk hetzelfde is als dat om den loodrechten boog go op eeaige 
zgde c eens bolvormigen driehoeks te bepalen, wanneer de beide 
overige zyden a en 6 , benevens de ingesloten hoek C gegeven zy n. 


r 


sec^ 
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Men kan hierbij aldas te werk gaan. Yolgens de 8® 'oplossing 
van het lU^ geval , § 17 , is 

Q = |C-f-HQ-P), P = iC-i(Q-P). 
De loodrechte boog CD = g} wordt alsdan berekend door eene 
der formulen 

tg q>:^tg acosQ, tg <pz:^tgbcosV. 

De waarde yan q) laat zich tevens rechtstreeks door middel der 
gegevens a , 6 , C op de volgende w^ze uitdrukken. 
Men heeft namelijk de vergelijking 

^ a C05 Q zz: ^ 6 co« (C — O) , 

of, na ontwikkeling en herleiding, 

. Q_ l^a — tgbcosO 
^^"" tghsinQ ' 
waaruit 

Q = 1 4- /i^* Q = ^^<^ + tg^^ — ^^ a tg b cos O 

tg^bsin^C 

Nu volgt uit de vergelijking 

tg g>=itg acosQ y 

^. sec Q 
cot 0)=. — - , 

^ tga' 

die, na substitutie der zoo even gevondene uitdrukking voor 
secQj overgaat in 

.r.f^-^ l^(f9*(^'^^g^f> — ^tgatgbco6C) 

tg a tg b sin O 

l/(cot^ a + cot* b — 2cotacotbco8 C) 

sin C 

111, TV^ Vraagstuk. Den standhoek van elk der vijf regelma- 
tige lichamen te berekenen, *) 

Noemende dezen standhoek A , den vlakken hoek a , dan vindt 
men met behulp van de formulen (1) en (2), die in n®. 105 ge- 
vonden zijn voor de gelijkbeenige en gelijkzijdige bolvormige 
driehoeken : 

1®. Voor het regelmatige mert?^ ; 

a = 60^ cosk.z=z\. A = 70«3r44\ 


*) Yergelgk hiermede: Leerboek der Meetkunde. TL Aanhangsel, 
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2^. foor het fegelmaiige zesvlak (cubus) : 

a = 90». Az=:90«. 
S^. Voor hot regelmatige achtvlak: 

a=:60». cosA = — i: A = 109* 28' 16'. 
4^. Voor het regelmatige twaalf vlak : 

a = 108*. cosA=cot 180» tang 54* = — J i/ö* 
/aw^ A z= — 2. A = 116» 33' 54*. 
5». Yoor het regelmatige twintigvlak: 

^ |/3 2|/^3 

imA = f A = 138»ll*23', 

112. Ye Ybaagstük. Den inhoud van een paraUehpipedum uit 
te drukken in de lengte der ribben en de hoeken , die zij met elkan- 
der maken* 

Zij (fig. 43) in het parallelopipedum OP : 

0A=a,0B=2>, OC=c,LBOC=«, LAOC=/?, LAOB=y 

en verder AD de loodlijn nit A op het grondvlak neergelaten , 
dan is de gevraagde inhoud 

I = inh. parallel. BC X AD. 

Nu is (§9) inh. parall. BC = &c^n o; 

en iö A AOD AD = a sin AOD. 

Yolgens form. (1) van het l'^ Vraagstuk is echter 

2 

sin AOD =: -; — i/lsins sin (s — o) sin (s — 8) sin (s — y)] , 

Stna ^ \ / r/ X f/j7 

waarin sz=z\{a + fi + Y) 

derhalve 

ïi=:2abci/[sinssin{s — a)sin(s — /?)wn(5 — y)] . , . (2) 

door welke regelmatige formule de' inhoud van een scheefhoekig 
parallelopipedum uit zijne ribben en vlakke hoeken kan berekend 
worden. 

Yoor den inhoud van een driehoekig prisma, uitgedrukt in drie 
ribben en de overeenkomstige vlakke hoeken van denzelfden drie- 
vlakkigen hoek, vindt men uit (2) 

r = abc]/ [sin s sin {s — a) sin {s — /?) sin {s — y)] 

en hieruit voor den inhoud eener driehoekige pyramide uitge- 
drukt in dezelfde grootheden 

I' = I abci/[sin s sin [s — «) sin (s -- fi) sin (s — y)]. 
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Het zg den lezer tot oefening overgelaten uit deze formule of 
langs een anderen weg aan te toonen , dat de inhoud eener drie- 
hoetdge pyramide ook gelgk is aan een zesde van het product yan 
twee elkander kruisende ribben , hare gemeenschappely ke loodl^n 
en den sinus van den hoek, dien zij met elkander vormen* 

113. VI® Vraagstuk. De horizontale projectie van een hoek 
BAC (fig. 44) te berekenen , wanneer de hoeken bekend zijn^ die elk 
der beenen van den gegeven hoek met de vertikaal AA', gaande door 
het punt A, vormen. 

Oplossing. Men plaatse in het punt A het middelpunt eens 
bols, waardoor de bolvormige driehoek A'BO ontstaat, en ver- 
lenge de zgden A'B, A'C tot op het horizontale vlak door A 
gaande. Daar de bogen A'B', A'C' hierdoor elk een kwadrant 
worden, zal de hoek BA'0, als door den boog B'C' gemeten, 
de horizontale projectie B'AC' van den gegeven hoek BAC voor- 
stellen. Men noeme dezen laatsten hoek o, voorts de hoeken 
BAA', CAA' respectievelijk /9 , ^'. Nu zijn in den voormelden 
bolvormigen driehoek bekend, de drie zijden o, /?, ff'^ waaruit 
de begeerde hoek A' zal moeten bepaald worden. Stellende dezen 
hoekzzg), dan heeft men terstond, ingevolge form. (11) § 16, 

cos a— cos 8 cos 8' ,o\ 

cos<p=z^ — . a .a' (3) 

stnpstnp ^ ' 

welke uitdrukking volmaakt overeenstemt met die , welke wg in 
het. Ve vraagstuk van § 11 , ofschoon op eene minder eenvoudige 
wijze, met behulp der vlakke driehoeksmeting, verkregen hebben. 
Voor de logarithmische berekening zal men zich echter van de 
volgende uit (12) van § 16 afgeleide formule bedienen 

' stn p sin p ^ ^ 

Daar de hoeken ^ , ^' bij de herleiding tot den horizon , 
weinig van 90'' verschillen, zoo wordt in de toepassing, aan de 
voorgaande formulen nog een anderen vorm gegeven , die w§ als 
voorbeeld van dergelijke vraagstukken zullen ontwikkelen. 

Noemen wij de hoeken, die AB en AO met den horizon ma- 
ken^ Y QUY'y dan is 

/? = 900— y, /9'z=90«— r, 

en hierdoor gaat form. (3) over in 

cos a — sin ysinf 

cos 9^:^ '—, — S-. 

cosy cos f 
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lijn nu / en y' zoo klein , dat geene hoogere dan de tweede 
machten hunner sinussen in rekening behoeven gebracht te wor- 
den, dan is 

— ï — - = (1 — «n* rf^i (1 — ***** rf^ 

= 1 + 1 (sin* y + «m* y') , 
derhalye 

co8qi^co8a — ^m y sin y' + i (*«^* y + «**** y') cos «. 
Stelt men nu 

dan is 2: de kleine correctie , die bij a moet gevoegd worden , om 
9> te verkrggen en zoo klein , dat de boog gelijk aan den sinus 
en de cosinus gelijk aan de eenheid mag gesteld worden. Hier- 
uit volgt 

co« 9 = co« a — m a sin Xy 
en dus 

sin asinx=z sin y siny' — -J- {sin* y -|- *t«* y') cos o 

- .^ sin Y sin y' — l(sin* y-f-«w*y') cosa 

01 stn X zz: 5 2 a-i—; 5 — ' 

stn o 

2sinYsinY'{sin* l a-j-cos* \a) — (^n*y-|-gm*y')(cQg*|a — sin^^u) 

2 sin a 

» 

sin* { a {sin y -|- sin y')* — cos* | a {sin y -- sin y')\ 

"" 2sina 

derhalve 

Wegens de kleinheid der hoeken y , y', x kan men stellen 
8inx=zxsinVy 8iny=:y8inV, stn y' = y' ^n 1" , 
en hierdoor wordt « 

arrzr^wnl" (y + /')* i^^\^ — i **» l'Cy — /)* co^ o, 
zgnde de correctie-formule van Leoendrb. 

114. VU^ Vraagstuk. Wanneer men door de hoekpunten eens 
boihormigen driéhoéks een kleinen cirkel kuit gaan , vraagt men 
de plaats te bepalen van de pool van dezen omgeschreven cirkel. 

Oplossing. Zij ABC (fig. 45) de driehoek en m de pool des 
omgeschreven cirkels , dan zal , trekkende uit m de bogen van 
groote cirkels mA , mB , mC , elk dezer bogen als de spherische 
straal van den genoemden kleinen cirkel te beschouwen zgn. 
Men stelle dezen straal = B , voorts L ^AB == L mBA = a , 
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\_mA/0 7SZ LwCA = |? en L^BC — [_mOB = Yj dan i« 
klaarblgkel^k 

a=:|(A4-B — C) = S — C 

/? = ^(A + C — B) = S — B 
y=}(B-HC--A)=:S— A. 

Trekt men nu den loodrediten boog mn op de zijde BC , dan 
geeft de rechthoekige driehoek mn C 

tg\az:ztgB,C08Y j 
en dus cotB, :r: cos (S — A) cot^ a. 

Op gelgke wijze zoude men yinden 

cotR = cos{8 — B)cotibj 
cot R = cos (S '—G)cot\ c. 
Stellende hierin voor cot\a^ cot{h^ eot\c hare waarden vol- 
gens form. (17) § 16, dan komt er 

^j> .— cQ^(S^AUQg(S — B)cQg(S — C) 

co«S 
Wil men echter den straal B door middel der drie zyden a^ i, c 
uitdrukken , zoo make men gebruik van de in § 19 gevondene 

formule (1): 

_ si n \^ a sin \ b sin C sin a sin b sin G __ 

— cos b — cos^c 4tcos\aeos\bco8ic 


icos\aco8\ bcos J c * 
welke, op elk der drie supplements-driehoeken toegepast zijnde, 
de drie navolgende nieuwe betrekkingen oplevert : 

^ ^, ,a ri\ sinasinbsinG 

* _ P 

i sin [ a sin l b €08 \ c^ 

«« i (A + C - B) = CM (S - B) = j^^^^^^^TT^^^jj , 

waardoor men toot den siraal B bekomt 
Onderstelen wg thana.dat er om elk der drie supplement» 
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driehoeken op de zijden a , b, c , insgelijks een cirkel beschreyen 
zij , en noemen wij de stralen dezer drie cirkels respectiyelijk 
Bj, B^, B5, dan Yerkrijgen wg terstond, met behulp der yoor- 
gaande formule , 

co^Bi= ^ 


co^Bj = 
co^B, = 


4 sin ^acos \bcos \c^ 

P 

4 sin ^ b cos ^ a cos \ c^ 

P 


4 sin Iccos lacos{b^ 
waaruit verder volgt 

dus tglb=zi/^^?: ^^', 

en op gel^ke wgze 

door welke formulen de drie zijden des driehoeks uit de vier stra- 
len der omgesc^revene cirkels kunnen worden berekend. 

Aanmerking. De voorgaande formulen bevatten tevens de op- 
lossing van het vraagstuk, om binnen een drievlakkigen hoek 
eene lijn, te trekken , makende gel^ke hoeken met elke der drie 
ribben* 

115. Vnie Vraagstuk. De plaats te bepalen van een punt 
binnen een bolvormigen driehoek op gelijke afstanden der drie 
zijden gelegen. ^ \ 

Oplossing. Dit vraagstuk hetzelfde zijnde als dat om den sphe- 
rischen straal van den ingeschreven cirkel te bepalen , zoo laat m 
(fig. 46) de pool van dezen cirkel voorstellen. Men trekke uit dat 
punt de loodrechte bogen mp^mq^ mr ^ op de zijden des drie- 
hoeks, en verder de bogen mA, mB, mC, waardoor de hoeken 
A, B; C middendoor gedeeld worden. Zij de straal 9n^=r, 
A^ = o , Br = /? , (^ = y , dan is uit de figuur gemakkelijk op 
te maken, dat 

voorts tgr = tg \Asinaz=:tg \Biinfi=itg ICsiny . . (5) 
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of^ Tolgens form. (21) 

. ^sin Is — a) sin (s^ è) sin js —, c) _ , P /^x 

^ ^ sins 2 Btn s 

waardoor de straal r uit dé drie zijden a , 5 , c kan worden be- 
rekend. 

Stellende kortheidshalve 

2i/\ — cos^ cos (S — A) èós (S — B) co« (S — C) ] = P' , 

dan zullen de in het vorige vraagstuk verkregene waarden van 
cos S, C05 (S — A) , cos (S — B) en cos (S — C) , voor den pooldrie- 
hoek veranderen in 

. cos I A cos ^ B sin c , P' 

***** sin \ C ^sin^Ksin\'Bsin\Q' 

sin \B^in \-Qsina . P , 

**^""~ sm\\ '^ ^sin\Kco8\Bcos\G' 

. a_ sin 4 A sin\Gsinh P\ 

**^ ^ 5w}-B 4 «n { B C05 ^ A co* J C ' 

_ sin \ A *in I Bstn c _ ^ F 

**** y -^^ ^ Q - - 4 sin i C co« I A co« i B ' 

en hierdoor verkrijgt men, ter berekening van r door middel der 

drie hoeken, ingevolge formule (6) 

Pt 

'^ ** ~" 4 cos \Kcos\^cos\c ^ 

Beschouwen wg insgelijks de stralen, r, , r, , r, der inge- 
schreven cirkels van drie supplements-driehoeken op de zijden 
a, 6, c, dan geven de fbrmulen (5), (6) en (7) 

P 

t9r,=tg{}LSxns = ^^.^^^_^y 

tgr,=tg}Bsins=z—^-.^—^y 

tgr,=lg{Csins = ^^^^^_^y 

F 

^ ' 4 co* 4'A sin ^ B s*n J C ' 

_ F 

^ ' 4 cos J B sin J A w« I C 

. F 

^'*» "" 4cos J C sm i A s»» J B ' 
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waaruit Tolgt 

tgr^ tgr^ "^ ' ' 

Derhalve m\^ = l^' ^^ f^^S 

en op gelijke wgze zal men vinden 

welke fonnnlen dienen om de hoeken des driehoeks uit de stralen 
der vier ingeschreven cirkels te berekenen , en de meeste overeen- 
komst vertoonen met die voor de omgeschreveo cirkels in het 
vorige vraagstuk gevonden. 

Noemen wij nog de stralen der om- en ingeschreven cirkels 
voor den pooldriehoek R' en r', dan volgt uit de beide hiervoor 
betoogde formulen 

co^ E = cos (S — A) co^ » a 
tg r ^n tg \ k. sin {8 — a) , 

op de bekende wijze 

cot R' = sin [s — a)tg \ k.^ 
tgr' ==. cos (S — A) cot \ a. 

Derhalve co^ R' t=r ^ r en /^^ r' = co^ R , 

waaruit wij deze merkwaardige eigenschap leeren kennen, dat de 
spherische stralen der om- en ingeschreven cirkels eens driehoeks de 
complementen zijn van die der in- en omgeschreven cirkels van den 
pooldriehoek. 
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